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DE LA AUTORI

Dragi elevi şi eleve din clasa a 11-a!
în acest an voi terminaţi şcoala, şi noi sperăm, că cunoştinţele 

obţinute vor deveni pentru voi un fundament sigur pentru obţinerea 
viitoarei profesii. Avem speranţa, că în aceasta vouă o să vă ajute 
manualul, pe care îl ţineţi în mâni. Faceţi cunoştinţă, vă rugăm, cu 
structura lui.

Manualul este împărţit în şapte paragrafe, fiecare din ele este alcă
tuit din puncte. Studiind materialul teoretic atrageţi o deosebită atenţie 
la textul, care este tipărit cu caracter gras, cu cursiv gras  şi cursiv; 
astfel în manual sunt evidenţiate definiţiile, regulile şi cele mai impor
tante afirmaţii matematice. De regulă expunerea materialului teoretic 
se termină cu exemple de probleme rezolvate. Aceste scrieri se pot ac
cepta ca una din variantele posibile de definitivare a rezolvării.

în această carte voi o să faceţi cunoştinţă cu o serie de teoreme 
importante. Unele din ele sunt prezentate cu demonstrări. în acele 
cazuri, când demonstrarea este în afara limitelor cursului dat, în manual 
sunt prezentate doar formulările teoremelor.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme destinate rezolvării de 
sine stătător, la rezolvarea cărora vă sfătuim să treceţi după însuşirea 
materialului teoretic. Printre însărcinări sunt atât exerciţii de o com
plexitate simplă şi mijlocie, cât şi probleme complicate mai ales acelea, 
care sunt marcate cu „asterisc” (*).

Cunoştinţele sale se pot controla, rezolvând probleme în formă test 
din rubrica „Controlează-te”.

în afara materialului de studiu, în manual puteţi găsi povestiri din 
istoria matematicii, în particular despre activitatea remarcabililor 
matematicieni ucraineni.

Vă dorim succes!



4

ÎNSEMNĂRI c o n v e n ţ io n a l e

n° însărcinări, ce corespund nivelurilor începător şi mijlociu de 
realizări în învăţământ;

n însărcinări, ce corespund nivelului satisfăcător de realizări 
în învăţământ ;

n "  însărcinări, ce corespund nivelului înalt de realizări în în
văţământ;

ті* probleme pentru cercurile şi facultativele de matematică;
terminarea demonstrării teoremei, rezolvării problemei;

probleme cheie, rezultatul cărora poate fi folosit în timpul 
rezolvării altor probleme;

Rubrica „Atunci când lecţiile sunt îndeplinite”.

Cu culoare verde sunt însemnate numerele problemelor, ce sunt 
recomandate pentru teme de acasă, cu culoare albastră -  numerele 
problemelor, ce sunt recomandate pentru rezolvare orală.
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FUNCŢIILE 
EXPONENŢIALĂ Şl 
LOGARITMICĂ

în acest paragraf veţi afla despre noţiunea putere cu exponent real 
arbitrar. Veţi afla care funcţii se numesc exponenţială şi logaritmică, 
veţi studia proprietăţile acestor funcţii, veţi învăţa să rezolvaţi ecuaţii 
şi inecuaţii exponenţiale şi logaritmice.

1. Funcţia exponenţială şi proprietăţile ei
Analizăm funcţia f(x) = 2X, unde x — număr raţional, adică domeniul 

de definiţie al funcţiei /  este mulţimea Q.
în figura 1.1 sunt notate punctele graficului funcţiei /  care corespund 

unor valori întregi ale lui x. Să calculăm valoarea funcţiei f(x) = T  pen

tru unele valori fracţionare ale lui x. De exemplu, pentru x  = — avem
2

j.
2X = 22 = 1,41__  Dacă la punctele care sunt reprezentate în figura 1.1
de adăugat punctele graficului funcţiei /, care corespund, de exemplu,

valorilor x  = —, x = - ,  x  = ——, x = atunci obţinem mulţimea punc- 
2 2 2 2

telor care este reprezentată în figura 1.2.

У  i 1

1

2 - 1 0 1 2 X

Fig. 1.1

У,

1

2 - 1 0 1 2 X

Fig. 1.2

O imagine mai precisă a graficului funcţiei f  poate fi obţinută prin 
marcarea punctelor, care corespund altor valori raţionale ale argumen
tului (fig. 1.3).

Se dovedeşte, că există o singură funcţie g  continuă pe K , al cărei 
grafic trece prin toate punctele graficului funcţiei f. Graficul funcţiei g
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este reprezentat în figura 1.4. Mulţimea punctelor graficului funcţiei f  
este submulţimea mulţimii punctelor graficului funcţiei g.

Funcţia g  se numeşte funcţie exponenţială cu baza 2 şi se scrie:
g(x) = 2*:

Analogic se poate analiza o funcţie exponenţială cu orice bază a, unde 
a > 0 şi а,ф 1. Se scrie: ,g(.v) = ax.

Valoarea funcţiei g  în punctul x se numeşte puterea numărului 
pozitiv a cu exponent real x şi se notează ax

Multe proprietăţi ale puterii cu exponent raţional se păstrează şi 
pentru puterea cu exponent real.

în special, pentru a > 0, b > 0 şi pentru orice valori reale x şi y, sunt 
adevărate următoarele egalităţi:

1) e V  = ax+v;
2) ax :av = ax-y;
3) (o ')' = axy;
4) (ab)x = axbx;

, a \ a
5» l d

(a^ + і)(а 3̂  - a 2̂ )  Problem a 1. Simplificaţi expresia — /v '
4y/7 2yf7a -a

R ezo lv a re :  Avem:
(fl^ + l) (a3̂  -  a2̂ )  (д^  + l) (q^ - 1) a2̂

4 y/7 2 y/7a -a 4 -J7 2y/7a -a
(a2̂ - l ) a 2̂

4J7 2j7a - a

V i 1
•

•
•

•
•

•
•

•

1 •

• •

• •  I I • •

2 - 1 0 1 2 X

Fig. 1.3 Fig. 1.4
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Să considerăm proprietăţile funcţiei exponenţiale fţx) = a" , unde a > 0 
şi а Ф 1.

Domeniul de definit ie al funcţiei exponenţiale este mulţimea nume
relor reale, adică Dţf) = R.
Domeniul de valori al funcţiei exponenţiale este mulţimea (0; +°°), 
adică E(f) = (0; +°o).
Funcţia exponenţială nu are zerouri, iar intervalul (-°o; +oo) este 
intervalul constanţei semnului ei.

4> Pentru a > t, funcţia exponenţială este crescătoare; pentru 0 < a < t, 
funcţia exponenţială este descrescătoare.

4> Funcţia exponenţială este diferenţiabilă. Mai detailat despre deriva
ta funcţiei exponenţiale veţi afla în punctul 8.
în figurile 1.5 şi 1.6 este reprezentat schematic graficul funcţiei ex

ponenţiale pentru cazurile a > 1 şi 0 < a < 1, respectiv.

Menţionăm o proprietate importantă a graficului funcţiei exponen
ţiale у = <(' cu mărirea modulului x. Dacă a > 1 şi x < 0, atunci distanţe
le de la punctele graficului funcţiei у = ax până la axa absciselor devin 
tot mai mici şi mai mici şi pot deveni oricât de mici, dar niciodată nu vot 
fi egale cu zero. O proprietate analogică are graficul funcţiei у = ax pen
tru 0 < a < 1 şi x > 0.

Problem a 2. Găsiţi valorile cea mai mică şi cea mai mare a func
ţiei fix) = d' pe intervalul [-4; 3].

R e z o lv a r e  : Deoarece funcţia/creşte pe intervalul [-4; 3] (fig. 1.5), 
atunci ea obţine cea mai mică valoare pentru x = -4, iar cea mai mare 
pentru x = 3. Deci,

min f ţx)  = / ( -4 )  = 3 4 = — , max f ţx)  = /(3 ) = З3 = 27.
[-4:3] 81 M:3]

R ăspuns :  27. ◄
81
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1. Ce proprietăţi are puterea cu exponent real?
2. Formulaţi proprietăţile funcţiei exponenţiale.
3. Reprezentaţi schematic graficul funcţiei у = (Cpentru a > 1; pentru 0 < a < 1.

Ш EXERCIŢII

1.1. ° Care din funcţiile date este exponenţială:
1) У = х6; 2 ) y  = tfc; S)y = 6x\ 4 )y  = 6?

1.2. ° Pe baza cărei proprietăţi a funcţiei exponenţiale se poate afirma, 
că:

/  _  \  3 , 2f 7) 1' 7  V
-  < -

l  g j  і 9 J
( * Ґ  1и \-
1 з і і- з і

1.3.° Specificaţi, care dintre funcţiile date sunt crescătoare, şi care sunt 
descrescătoare:
1) у = ю с 3) у = 2 х: 5) у = 2* 3*;

4 " - ( ї ї * « ’ - І ї Г
1.4.° Construiţi graficul funcţiei у = •У. în ce limite se schimbă valoarea

funcţiei, când x creşte de la -1  până la 3 inclusiv?

1.5.° Construiţi graficul funcţiei у = -  j . în ce limite se schimbă valoa-

rea funcţiei, dacă x creşte de la -2  până la 2 inclusiv?
1.6.° Comparaţi:

l

1) 53,4 şi 53,26; 3 , 1 *  ( £ f ;  5 ) ^ 2 ) %  ( V ă f ;

/■_V2-7 f тг \-2Я
2) 0,3а4 şi 0,Заз: 4) 0,17~3 şi

1: 6) 7  S1 ( î )  '
1.7. ° Comparaţi cu numărul 1 valoarea expresiei:

і) (з)3; 2)(1)3; 3)(1 )2; 4)( І Г ; 5)°’б2̂ : б)з,і4-°’4.
1.8. ° Comparaţi cu numărul 1 numărul pozitiv o, dacă:

5  2

1) a6 > a3; 2) a^ < a 3) o?03 > o 14: 4) < a1'2.
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1.9.° Comparaţi numerele m şi n, dacă:

1) 0,8m < 0,8": 3) -  > -  ;

2) 3,2“  >3,2"; 4) 1 -  < 1 -  •

1.10.* Calculaţi valoarea expresiei:

1) 3(V5+i)- ;3 2V2; 2) ((3^7)^) ; 8 ) ^ W ;  4) [fi ПU 2 J

-S

1.11.* Găsiţi valoarea expresiei:
, 2>/3

1) 5W5-D 2) ( Щ

1.12. * Simplificaţi expresia:

1) (aS + 2) (aS -  2) -  (aS + з)2

1.13. * Simplificaţi expresia:
_i

1) ((an +bnf  ~(an -b n)2)n;

S
з) (Ш ) '

s -2J5

2)
2л/з , 2,/2a -b

{a ^ + b ^ f
+  1.

2)
a** - a *  
a4̂ - a s^ '

1.14.* Este corectă oare afirmaţia:
1) cea mai mare valoare a funcţiei у = 0,2х pe intervalul [ - 1; 2] este 

egală cu 5:
2) domeniul de definiţie al funcţiei у = 4 — T  este mulţimea numerelor 

reale:
3) domeniul de valori al funcţiei у = 6х + 5 este intervalul [5: +°°):

1 '4) cea mai mică valoarea a funcţiei у =  ̂— J pe intervalul [-2: 2] este 
egală cu 16?

1.15. * Găsiţi cea mai mare valoare a funcţiei У = [ pe intervalul [-2: 3].
1.16. * Pe ce interval cea mai mare valoare a funcţiei у = 2х este egală cu

16, iar cea mai mică este egală cu —?
4

1.17. * Pe ce interval cea mai mare valoare a funcţiei У = [ este egală

cu 27, iar cea mai mică este egală cu - ?
9
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1.18. ’ Găsiţi domeniul de valori al funcţiei:

1) У = -9 х: 2 )ţ / = ( | ) + l ;  3) у = Iх-  4: 4) у = 6 '

1.19. " Rezolvaţi in ecuaţia:
l ) 2r> - l ;  2) 2^ > - 2.

_1
1.20." Rezolvaţi inecuaţia 2X >0.
1.21.” Graficul cărei din funcţiile, prezentate în figura 1.7, intersectează 

graficul funcţiei у = 5х mai mult decât intr-un punct?

Fig. 1.7

1.22. ”  Determinaţi cu ajutorul graficului numărul de rădăcini a ecuaţiei:
1) 2X = x; ’ 2) 2X = sin x; 3) T x = 2 - x \

1.23. ”  Determinaţi prin modul grafic numărul de rădăcini a ecuaţiei:

Ч ; ) ’ -**' ® ( î f  3)( | f = 4 " x -
1.24. ”  Construiţi graficul funcţiei у = ' -  2.
1.25. * Găsiţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei:

/  \ sin X

l ) ţ /  = ( i j  ; 2) у = 31 smx 1 -2 .

1.26.* Găsiţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei:

I) у (і ? + 5.

NE PREGĂTIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI ■

1.27. Prezentaţi numerele 1: 4; 8: 16: 1 1
32’ 64’

de putere a lui: 1) 2: 1
2

-v/2; л/ї; Іі/32 sub formă
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1.28. Prezentaţi numerele 1; 9; 81; 

re a lui: 1) 3: 2)
3

1.29. Simplificaţi expresia:
^  rjx + 1 _|_ rjx.

2) 2X+1 + 2X- 4;

3) 3' +1 + 3' + 3 '_1:

— ; л/27; >/243 sub formă de pute

4) 2Х+3 + 3 • 2X+2 -  5 • 2X+1;

6)9x+1 + 32x+1.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

1.30. Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:

1) f (x)  = o x + 2— ; 2) /(x )  = >/l6x - x 2.
x2 -  2x -  8

1.31. Găsiţi domeniul de valori al funcţiei:
1) i (x) = 12 -  4x -  x2; 3) f(x) = cos x tg x.
2) f {x)  = 3 + > /x - l ;

ESTE OPARE NEVOIE DE A STUDIA FUNCŢIA EXPONENŢIALĂ? I

Funcţia exponenţială este modelul matematic al multor procese, care 
se petrec în natură sau sunt legate de activitatea umană.

De exemplu, biologii ştiu că masa bacteriilor din colonii, în anumite 
condiţii, în intervale egale de timp se măreşte de unul şi acelaşi număr 
de ori.

Aceasta înseamnă că atunci când, de exemplu, în momentul de timp 
t = 0 masa a fost egală cu 1, iar în momentul de timp t = 1 masa a fost
egală cu o, apoi în momentele de timp t = 2, t = 3......t = n.......  masa va
fi egală cu o2, o3......on........Prin urmare, este normal să presupunem că
în orice moment t masa va fi egală cu a'. Se poate verifica (faceţi inde
pendent) că valoarea funcţiei f(t) = a‘ se măreşte de acelaşi număr de 
ori în intervale egale de timp.

Astfel, procesul analizat este descris cu ajutorul funcţiei exponenţi
ale f(t) = a'.

Din cursul de fizică se ştie că în timpul dezintegrării radioactive masa 
substanţei radioactive în intervale egale de timp se micşorează de unul 
şi acelaşi număr de ori.
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Dacă depozitaţi bani în bancă sub un anumit procent, atunci în fie
care an suma de bani pe cont se va mări de unul şi acelaşi număr de ori. 

De aceea funcţia exponenţială descrie şi aceste procese.

2. Ecuaţii exponenţiale
Să examinăm ecuaţiile 2X = 8,

3X -3X_1 =4,
0,3х 4 = 0,3х .

în aceste ecuaţii, variabila se conţine numai în exponentul puterii. 
Ecuaţiile date sunt exemple de ecuaţii exponenţiale.

T eorem a 2.1. Pentru a> 0 şi аф 1 egalitatea a4 = ax- se în
deplineşte atunci şi numai atunci, când Xj = x2.

D em on s tr a ţ i e .  Evident, că dacă Xj = x9, , atunci aXl = ax- .
Să demonstrăm, că din egalitatea ax = ax rezultă egalitatea Xj = x9. 
Admitem, că x̂  Ф x9 adică x̂  < x, sau x̂  > x9. Fie, de exemplu, x̂  < x9. 
Să considerăm funcţia exponenţială у = ax. Ea este sau crescătoare 

sau descrescătoare. Atunci din inegalitatea x̂  < x 9 rezultă, că ax < ax 
(pentru a > 1) sau a > a (pentru 0 < a < 1). Totodată după condiţie 
se efectuează egalitatea aXl = ax . Am obţinut contradicţie.

Analogic, considerând cazul, când x̂  > x9, se poate obţine contradicţie. 
Deci, Xj = x9. ◄

C o n secin ţă . Dacă a > 0 şi а Ф 1, atunci ecuaţia
afix) = agix)

este echivalentă cu ecuaţiaf

f(x)=g(x).
Să cercetăm exemple de rezolvare a ecuaţiilor exponenţiale. 

Problem a 1. Rezolvaţi ecuaţia T  = 8.
R e z o lv a r e  : Prezentăm fiecare parte a ecuaţiei în formă de putere 

cu baza 2. Avem:
T  = 23.

De aici x = 3.
R ăspuns :  3. ◄

Problem a 2. Rezolvaţi ecuaţia 32x+1 +9x = 36.
R ezo lv a re :  Avem: 32x+1 + (32)x = 36; 32x+1 + 32x = 36.
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Scoatem factorul 32x în faţa parantezelor: 32x (31 +1) = 36.
Atunci primim: 32x • 4 = 36; 32x = 9; 32x = 32; 2x = 2: x = 1. 
R ăspuns :  1. ◄

Problem a 3. Rezolvaţi ecuaţia 25* + 4 • 5 * -5  = 0.
R ezo lv a re  : Deoarece 25* = (52)* = 52x = (5*)2, atunci ecuaţia dată este 

comod să se rezolve prin metoda de înlocuire a variabilei.
Fie 5* = t. Atunci, ecuaţia dată poate fi scrisă astfel:

f2 + 4f -  5 = 0.
De aici t = 1 sau t = -5.
Dacă t = 1, atunci 5* = 1. De aici 5* = 5°: x = 0.
Dacă t = -5 , atunci 5* = -5. Deoarece 5* > 0 pentru orice x, rezultă că 

ecuaţia 5*= -5  nu are rădăcini.
R ăspuns :  0. ◄

Problem a 4. Rezolvaţi ecuaţia 9 • 5* = 25 • 3*.

R e z o l v a r e  : Avem: 32 • 5* = 52 • 3*. De aici —
3*

x = 2.
R ăspuns :  2. ◄

? 1. Ce se poate spune despre numerele л;1 şi x2, dacă se îndeplineşte egalitatea 
axi = ax- , undea. >0 şi a t  1?

2. Care ecuaţie este echivalentă cu ecuaţia afm = ag{x\ dacă a > 0 şi аФ 1?

EXERCIŢII

2.1.° Rezolvaţi ecuaţiile:

1 ) 4* =64: 5)2 1 2 '  :

2 )  3 * = — ; 6) 8* = 16:
81

3) 0,62*“ 3= 1: 7) Vă7 = 25;

8) 0,2б*2-4 = 2*2 + 1;

11)36*=  ----- ;
1 216)

x l - 2 x  a x  - 2x12) 5*““"  =64) 10* = 0,001:
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2.2.° Rezolvaţi ecuaţiile:

1) 0 ,4^ -'“® = 1; 4) 9^ = 27:

2) -  = - ; 5) V27 = 8
2

" З .

2 { 2 \2x+S 3) 0,7х = 2 — ; 6) - 1,5' 9) 3' '' 7'
49 V91 

2.3.° Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 3X+2 + Зх = ЗО: 3) 2X+4-  2;'=120: 5) 5X+ 7 -5 x~2 =160;
2 )4x+1 + 4*-2 = 260: 4 )7 x+1+4 • 7X =77; 6) 6X+1 - 4 - 6 x l =192.

2.4.° Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 5I+1 + 5* = 150: 3) 7X+2 + 4 • 7X_1 =347;
2) 2 ' • 2 ' 18: 4) 4х -  3 • 4X~2 =52.

2.5.° Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 22x -  6 • 2X + 8 = 0; 3) 25х -  5X -  20 = 0:
2) 9* -6 -3 *  -2 7  = 0; 4) 100 0,32x +91 0,3X -  9 = 0.

2.6.° Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 62x - 3 - 6 x -1 8  = 0; 2) 2 • 4X -  9 • 2X + 4 = 0.

2.7." Rezolvaţi ecuaţiile:

1) 2* -5* = 0,1 • (10x l )B; 3) -  V33x l = 81 4;

2) 3X 1 = 6X - 2 x • 3X+1; 4) 4 • 2cosx = V8.
2.8." Rezolvaţi ecuaţiile:

1) 100х = 0,01ч/Ї0; 3) 9 • 3sinx = V27;

2) 2X_1 -3X_1 = —  -62x+B; 4) ^L .
V736

2.9." Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 2' -2 ' • 2' :: 5(i: 3) 2 • 7X + 7X+2 - 3  • 7X_1 =354;
2) 6 • 5X -  5X+1 -  3 • 5X_1 =10; 4) 4X~2 -  3 • 22x_1 + 5 • 22x = 228.

2.10." Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 5' • 5' • 5' 31: 3) 2X+2 -  2X+1 + 2X_ 1 -  2X~2 = 9:
2) 3X+1 -  2 • 3X_1 -  4 • 3X~2 =17; 4) 2 • 32x+1 + 32*-1 -  5 • 32x = 36.

2.11." Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 22x+1 -  5 • 2X + 2 = 0; 3) 9X - 6 - 3 x l  =3;

2) 52x~3 -  2 • 5X~2 =3; 4) 9 21 = 2.
2х - 1  2X +1
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2.12.’ Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 32x+1 - 1 0 -3X +3 = 0; 3) З-б2"-1 -  2 • 5х-1 =

2) 4x+0-B + 7 .2X =4; 4) 5 + 5 -  2.
3х -  6 3х + 6

2.13." Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 4 -91Bx1 - 2 7 х- 1 =33;
2) 0,5B 2x + 3 • 0,253 x = 5;
3) 4 • 3X -  5 • 3X 1 - 6 -3х 2 =15- 9A” 1;
4) 2X + 2X“ 1 + 2X~2 = 3X -  3X“ 1 + 3X_2.

2.14. "  Rezolvaţi ecuaţiile:

1 )  6x- 2 -[^-J + 3 6 ^ = 2 4 6 ;

2) 5 • 2X_1 - 6  • 2X_2 - 7  • 2Х_3 = 8х2Л
3) 6х + 6х 1 -  6х 2 = 7х -  8 • 7х 2.

2.15. "  Rezolvaţi ecuaţiile:
1) 4Х+1 + 4і - х= 10: 2) 5х-  0,2х- 1 = 4.

2.16. "  Rezolvaţi ecuaţiile Зх+1 + 32 х = 28.

2.17. "  Rezolvaţi ecuaţiile л/4х -  2х -  3 = ^4 • 2х -  7.

2.18. "  Rezolvaţi ecuaţiile Vl + 3х -  9х = ^4 -  3 • 3х.
2.19. * Rezolvaţi ecuaţiile:

1) 3 • 22х -  5 • 6х + 2 • 32х = 0; 3) 7 • 49х + 3 • 28х = 4 • 16х;
2) 22х+1 -  7 • 10х + 25х+о в =0; 4) 9х + 4х = 2 • 6х.

2.20. * Rezolvaţi ecuaţiile:
X

1) 4 -9х - 7  -12х + 3 16х =0; 2) 5 -2х + 2 -5х = 7-102.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

2.21. Rezolvaţi inecuaţia / '(x )< 0 , dacă /(x ) = --------- .
x -  2

2.22. Care este cea mai mică valoare pe care o poate obţine expresia
cos4 a + sin4 a?
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3. Inecuaţii exponenţiale
Inecuaţiile 0,2х < 25, 2х + 5х > 1, 7х > 2х sunt exemple de inecuaţii 

exponenţiale.
La baza rezolvării numeroaselor inecuaţii exponenţiale este urmă

toarea teoremă.
T eorem a 3.1. Dacă a> 1, atunci inecuaţia af(x)> ag(x) este 

echivalentă inecuaţiei f(x) >g(x); dacă 0 < a < 1, atunci inecuaţia 
am  > agix) este echivalentă cu inecuaţia f(x) < g(x).

Să analizăm exemple de rezolvare a inecuaţiilor exponenţiale.

Problem a 1. Rezolvaţi inecuaţia 8 • 23x 1 <0,5 \
R ezo lv a re :  Avem: 23 -23x l < (2 1Г1; 23x+2< 2 1.
Deoarece baza puterilor 23x+2 şi 21 este mai mare decât unu, atunci 

ultima inecuaţie este echivalentă cu următoarea inecuaţie:
3.r + 2 < 1.

De aici 3x < —1: x  < .
3

. ◄R ăspuns :  |

Problem a 2. Rezolvaţi inecuaţia

R ezo lv a re :  Avem: 4X ( 3 V  ( 9 V
• — >\ —  ;
l 20J l 25)

(' 3 \̂ J 9 V ( s Y  1' 3 f4- — —  : -
l 20y1 .25) ' .5. і.5)

Deoarece 0 < — < 1, atunci ultima inecuaţie este echivalentă cu ur- 
5

mătoarea inecuaţie: x < 2x; x > 0.
R ăspuns :  [0;+oo). M

Problem a 3. Rezolvaţi inecuaţia 22x+1- 7  • 2X- 4  < 0.
R e z o l v a r e : Avem: 2 • 22x -  7 • 2X -  4 < 0.
Fie 2X = t, Atunci 2f2 -  It -  4 < 0.

Rezolvând această inecuaţie, obţinem: - -  < t < 4.
2

De aici - -  < 2X < 4.
2
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Deoarece 2X > 0, atunci 2X >

de rezolvat inecuaţia 2X < 4.
Avem: 2X < 22: x < 2.
R ăspuns :  (—oo;2). ◄

? —
1. Daţi exemple de inecuaţii exponenţiale.
2. Cu care inecuaţie este echivalentă inecuaţia cr/(x)> ag{x\ dacă a > 1? dacă 

0 < a < 1 ?

—  pentru totix. De aceea este suficient 
2

s я EXERCIŢII

3.1. ° Sunt oare echivalente inecuaţiile:
1)  72r+4> 7Jf“ iş i 2x + 4 > x -  1:
2) 0,9х" -4 < 0,9X+2 şi x2 -  4 < x + 2;
3) a" > o5, unde a > 1, şi x > 5;
4) (ґ < ar3, unde 0 < a < 1, şi x < -3?

3.2. ° Rezolvaţi inecuaţia:

ц ( ї )  A
2) 5 '< i ;

5
3.3.° Rezolvaţi inecuaţia:

1) б " -1 > 6: 2) 10х< 0,001: 3 )^ - j  > ^ -

3.4." Rezolvaţi inecuaţia:

1) 2х" 1 < 8;

3) l l x~5< l l 3x+1: 5) 0,3iv- 8 > 1:

4) 0,46x + 1 > 0,42x + b; 6) 91 3x < 0.

4) 0,22x- 9 < 1.

2) 272 > ,±

x  -  x 2

> ( , 4 . )  ’

,  ч З х 2 ,  ч

1 /  1

^  —
U . J 1 . 2 5 . J

3) ОД3* - ^  1000;
v 2-х

4>>й < 216х

7) sin-^j >

8) 4 • 0,5x(x + 3) > 0,252x.



3. Inecuaţii exponenţiale 19

3.5." Rezolvaţi in ecuaţia:

> 81;
4) 4 -(

< ) ' 5) [ tg

х 9
< 49’

{ i f ’ ’ "  [' Ї Х
-  <

1  2 J  \, 8 . J

3.6." Câte soluţii întregi are inecuaţia:

1) 0 ,2<5X + 4 <125; 2 ) — < 63 x < 6;
36

3) 2< 0 ,5X 1 <32?

3.7. ’ Găsiţi suma soluţiilor întregi a inegalităţii:

1) — < Зх+3 < 9; 2) — < 22 3~x <16.
3 8

3.8. ’ Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:

2) f (x)  =1) f (x)  = J 1 - І -J  ;

3.9.’ Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
л/з* -2 7

4  = f - i e ;

3.10." Rezolvaţi inecuaţia:

1) 7X+2 -1 4  • 7X >5;

2) 9 -3x 1 +3X <36;

3) 2 ' - 2 ' • 2 ' :: > oii:

3.11/ Rezolvaţi inecuaţia: 
1) 3X+2 -  4 -3x <45;

3.12." Rezolvaţi inecuaţia:
1) 32x -  4 -3x -  45> 0 ;

2) 4x + 2x+3-2 0 < 0 :

3) 49x -  8 • 7X + 7 < 0;

2) f (x)  = V l - 6x 4.

5) 2 -6 x + 3 -6 x + 3 <650;

3) 5х + 5X_1 -  5х-2 > 145:

4) 0,25х -1 2  -0,5х +32 >0;

5) 62х1 - - - 6х -4 < 0 ;
З

6) 25х + 5х -  ЗО>0.
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3.13. "  Rezolvaţi inecuaţia:

1) 9X+1 -2• 3X -7 < 0 ;
X

2) 2X +22 -7 2 > 0 ;
3.14. "  Rezolvaţi inecuaţia:

1) f ~125 < 0;x -  4x + 4

3 )  Ш  - з - Ш +2>о ;

4) 25х -  26 • 5х + 25 <0. 

16 - 4 х
2)

9х2 + 12х + 4
- > 0 .

3.15." Găsiţi mulţimea soluţiilor a inecuaţiei:
1) 3х - 9  -З х -8  >0; 3) 6Х+2 +6 Х -373*0;

2) 2Х+3 + 21~Х< 17: (ЗІ X  +  1 (' з і
l i +1A

1 - х

< 1

3.16. "  Găsiţi mulţimea soluţiilor a inecuaţiei:
1) 3x+1 - 2 - 3 l x >7; 2) 41"х -0 ,5 1_2х >1.

3.17. * Rezolvaţi inecuaţia 2^  - 2 і ^  <1.
3.18. * Rezolvaţi inecuaţia 3^ -  з2 ^  < 8.
3.19. * Rezolvaţi inecuaţia:

1) 3 -4х + 2 -9х -  5 -6х < 0;
3.20. * Rezolvaţi inecuaţia:

1) 3 16х + 2-81х -  5 -36х <0

р р р
2) 5• 25х +3-10* >2-4*.

р р р
2) 2 • 49* -  9 • 14* + 7 • 4* > 0.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

3.21. Cu ce este egală valoarea expresiei 2sina + sin2a  ̂ cţacg cosa = - ?
2 sin a - s i n  2a 5

„  . n . . . . s ina -s in B  . _ 7t3.22. Aliaţi valoarea expresiei--------------- , daca a -  p = —.
cosa + cos(l 2

4. Logaritmul şi proprietăţile lui
Este uşor de rezolvat ecuaţiile 2X = 4 şi 2X = 8. Rădăcinile lor vor fi 

numerele 2 şi 3 corespunzător.
însă, pentru ecuaţia 2X = 5 de indicat repede rădăcina ei este greu. 
Apare o întrebare firească: există oare în general rădăcini ale acestei 

ecuaţii?
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Să ne adresăm la interpretarea grafică. în figura 4. lsunt date grafi
cele funcţiilor у = 2х şi у = 5. Ele se intersectează intr-un punct oarecare 
. I (.vn: 5). Deci, ecuaţia 2X= 5 are o singură rădăcină xQ.

Fig. 4.1
Rădăcina ecuaţiei 2X = 5 s-a convenit să se numească logaritmul 

numărului 5 în baza 2 şi se notează log,5. Astfel numărul log,5 -  este 
exponentul puterii la care trebuie ridicat numărul 2, pentru a obţine 
numărul 5. Se poate de scris:

2log2 5 = 5.
D e fin iţie . L o g a r itm u l unui număr pozitiv b în baza a, 

unde a > 0 şi а Ф 1, se numeşte exponentul puterii la care trebu
ie ridicat numărul a pentru a obţine numărul b.

Logaritmul numărului b în baza a şi se notează log b.
De exemplu, log 9 — este exponentul puterii, la care trebuie de ridi

cat numărul 3, pentru a obţine numărul 9. Avem: log 9 = 2, deoarece 
32 =  9 .

încă câteva exemple:
log17 17 = 1, deoarece 171 = 17: 
log100 1 = 0, deoarece 100° = 1;

log, — = -3, deoarece 2 3 = —.
8 8

Din definiţia logaritmului rezultă, că pentru a > 0, а.ф 1 şi b > 0 se 
îndeplineşte egalitatea

Ea se numeşte, identitatea logaritmică fundamentală.
De exemplu, 7log7 3 = 3, 0,3logosB = 5.
De asemenea din definiţia logaritmului rezultă, că pentru a > 0 şi 

a ^ l
log 1 = 0 

log a = 1
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Logaritmul cu baza 10 se numeşte logaritmul zecimal. în loc de
log10b se scrie: lg b.

Folosind această notare şi identitatea logaritmică fundamentală, 
pentru fiecare b > 0 se poate de scris: IO1®* = b.

Să cercetăm proprietăţile fundamentale ale logaritmului. 
T eorem a 4.1 (lo g a ritm u l p ro d u su lu i). Dacă x> 0, j > 0 ,  

a > 0 şi а Ф 1, atunci este adevărată egalitatea

loga xy = loga x + loga у

Pe scurt se formulează: logaritmul produsului este egal cu suma lo
garitmilor.

D em on s tr a ţ i e .  Considerăm două expresii: alog°x“ şi alog«x+1°g«". 
Să demonstrăm că ele sunt egale.

Folosind identitatea logaritmică fundamentală şi proprietăţile pute
rii, scriem:

^ lo g a x + loga y _  g\oga x aloga У = xy.

Deci, a'"K"J" = a1"8"J '"g" ". De aici după teorema 2.1 obţinem, că loga 
.t4/ = loga.T + logay. ◄

T eorem a 4.2 (logaritm u l c â tu lu i). Dacă x> 0,y> 0, a> 0 
şi а Ф 1, atunci se îndeplineşte egalitatea

loga-  = logax - lo g ai/
У

Pe scurt se formulează: logaritmul câtului este egal cu diferenţa lo
garitmilor.

T eorem a 4.3 (lo g a ritm u l p u te r ii). Dacă x > 0, a > 0 şi 
a f  1, atunci pentru orice (3 є K se realizează egalitatea

logaxp = P logaX

T eorem a 4.4 (tre cerea  de la o bază a lo g a ritm u lu i  
la a lta ). Dacă a > 0 şi а Ф 1, b > 0, c > 0, c Ф 1, atunci este adevă
rată egalitatea

!o g ab
log cb 
l°gc a
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C o n secin ţă  1. Dacă a > 0, а Ф 1, b > 0, Ьф \ este adevărată 
egalitatea _________________

log.b = —
l°gba

C o n secin ţă  2. Dacă a > 0, а Ф 1, b > 0, atunci pentru orice 
P Ф 0 este adevărată egalitatea

log„i.b = Jfog.b

Problem a 1. Rezolvaţi ecuaţia: 1) 3X = 7; 2) 42x 5 = 9.
R e z o l v a r e : 1) Din definiţia logaritmului rezultă, că x = log37.

2) Avem: 2x - 5  = log4 9: 2x = log4 9 + 5: x = log 9̂ + 5.

R ăspuns :  l)log 37; 2) log 9̂ + 5. ^

Problem a 2. Calculaţi valoarea expresiei: 1) 102 + 21g7: 2) 9logs4-°-B.
R e z o l v a r e : 1) Folosind proprietăţile puterii şi identitatea funda

mentală a logaritmului, obţinem:
102+21g7 = IO2 • 1021g7 = 100 • (10lg7)2 = 100 • 72 = 4900.

2) Avem: 9log8̂ °-B = (з^ ^ и - о.б = (32^,4 . (32)0.b =

= (3logs4)2 : 3 = 42 : 3 = — . ◄
3

Problem a 3. Calculaţi valoarea expresiei log, 20 + log, 12 -  log, 15.
R e z o lv a r e :  Folosind teoremele despre produsul logaritmului şi 

logaritmul câtului, obţinem:
log2 20 + log212 -  log215 = log2 (20 12) -  log215 =

r 2012 r л= log ,-------- = log, 16 = 4. ◄
15 1 2 3 4 5 6

1. Ce se numeşte logaritmul numărului pozitiv b în baza a, unde a > 0, a 1 1 ?
2. Ce egalitate se numeşte identitatea logaritmică fundamentală?
3. Formulaţi teorema despre logaritmul produsului.
4. Formulaţi teorema despre logaritmul câtului.
5. Formulaţi teorema despre logaritmul puterii.
6. Formulaţi teorema despre trecerea de la o bază a logaritmului la altă bază şi 

consecinţele din ea.
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EXERCIŢII

4.1. ° Este oare egalitatea corectă:

1) log7 ̂  = -2; 3) logB 125 = 1; 5) log00110 = 2;

2) log25 5 = 2: 4) log3 —  = -4; 6) lg 0,0001 = -4?
81

4.2. ° Găsiţi logaritmul în baza 2 a numărului:

1) 1: 2) 2: 3) 32: 4) Vă; 5) 0,5: 6) 7) ~̂ =; 8) 2 Vă.
8 V 2

4.3. ° Găsiţi logaritmul în baza 3 a numărului:

1) 3: 2) 1 ; 3) 1: 4) 81: 5) 6) — ; 7) Vă; 8) Зл/з.
3 9 243

4.4. ° Găsiţi logaritmul în baza 1 a numărului:

1) 1: 2) 2: 3) 8: 4) 0,25: 5) — ; 6) -ţ=; 7) Vă; 8) 64.
16 V2

4.5.° Găsiţi logaritmul în baza 1 a numărului:

1 )1 ;  2 ) 1 - ;  3 )3 : 4)81; 5)
9 27 3

4.6. ° Găsiţi logaritmul zecimal al numărului:
1 )  1; ’ 3)100; 5)0,1;
2) 10; 4) 1000; 6) 0,01;

4.7. ° Rezolvaţi ecuaţia:
l)lo g rr = - l ; 3) log^ x = l

2) log4x = l ; 4) log2 x = 0;

4.8.° Rezolvaţi ecuaţia: 
l)log 6.r = 2; 3)log02x = -

2) lo% x = f ; 4) log /i = 5;

4.9.° Rezolvaţi ecuaţia:

1) 6X = 2; 3) 0,4х = 9;

2) 5X = 10; 4) 2X- 3 = 5;

6) Vă.

7) 0,00001;
8)  0,000001.

5) logx9 = 2;

6) logx2 = 2.

5) log, 81 = 4;

6)  logxl l = - l .

6) 0,33x+2 = 7.
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2) 10x = - ;  
6

3) 7X+5 = 9; 4) 0,65x- 2 = 20.

0  ̂ rj2\og4 2

4.10. ° Rezolvaţi ecuaţia:

1) 3X = 2;

4.11. ° Calculaţi:
^  2los232. 2) 5log5°-4B.

4.12. ° Calculaţi:
log’o —

1) 3 27;
4.13. ° Găsiţi valoarea expresiei:

1) log6 3 + log6 2: 3) log49 84 -  log4912:

2) 52
log5 49

2) log5100 -  log5 4: 4)

4.14.° Calculaţi valoarea expresiei:

logB 64 
logB 4

1) lg 8 + lg 12,5: 2) log3162 - log3 2: 3) 

4.15." Calculaţi:

log7 125 
log7 5

1) 640,51og’212 ♦ 3) 61 + log6B;
logj 3

5) 6 7 ; 7) 81_log:3;
/Л  log8 6 f nl11®: 8-2 f л л log, 2-;

2) ( У  ; 4) f  1 ; 0-j 231og2B+4-
8) ^V ЗІ U i U i

4.16." Calculaţi:

1) 4log=9; 3) 102+lg8; 5) 241og23U
1 —— logn 12

7) 8 3 .
/ л-21ogs 12 , Y°g 6-8 / w \log25 9 + 2

2) -  ; 4 -  - ; 6) -  ;U i U i U i
4.17." Calculaţi:

1) log2logB|/5;

2) log2 log49343;
3

3) log9 log2 8: 

4.18." Calculaţi:

5

2) log 4 log 4 64;

4) log3 tg —;
O

5) log, 5 -  log, 35 + log, 56:

6) 21g5 + —lg l6.

3) b g ^ t g - ;

4) 31oge2 + —loge81. 
4
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4.19. " Găsiţi x, dacă:

1) lOgg X = -  lOgg 16 + 2 lOgg 5ţ
4

2) log7x = 2 log7 8 - 4  log7 2:

4.20. " Găsiţi x, dacă:

1) logax = 3 loga2 + 2 loga3:

4.21. "  Calculaţi valoarea expresiei: 
^  log7 27 -  21og7 3 ^

log7 45 + log7 0,2 ’ 
logg 125 + 3 lOgg 2 ̂
logg 1,2 -logg 12 ’

3) lg x = 2 + lg 3 -  lg 5:

4) logg X = | logg 216 + ^ logg 25

2) lgx = -  lg 32 -  -  lg 64 +1.
5 3

3) log7 s in - • log л 49;
5 sin-

4) logg cos2-• log n9.
Q cos—U Q

4.22." Găsiţi valoarea expresiei: 
31g4 + lg0,5 
lg'9 -  lg'18 ’ 
lg625 -  81g2 

’  1— Ig256 -  21g5

3) log ^ a -log afe3;

4) log^ 5 -logB8.

4.23." Calculaţi:
^  g lo g 5 4 ■ log. 3 . I lg 8 -2 1 g 2

4) 2 • 1002 ;
2) 4  ̂̂ °8'7 +̂  ̂* 5) lg(25log5°'8 + 9logs°-e);

1 1 1

3) 92l0g82 + 41°gSl2- 6) 27logs3 +25log4B -  36log,e.

4.24." Calculaţi:
i l o g 6 9-  log j 3 

1) 62 * ;
— lg 25 -  3 lg 2

3) 10002 ;

4) log^ţlOO108410 +2log4lB+3).2) 12logl44 4 + logi2 B-

4.25." Găsiţi valoarea expresiei:
lgs in l0 • lgsin2° • lgsin3'3 • •  lgsin89° • lgsin90°.

4.26. "  Simplificaţi expresia log32 • log43 • logB4 • •  lg9.

4.27. "  Calculaţi valoarea expresiei log4 5 • logB6 • loge7 -log732.
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4.28.’ ’ Construiţi graficul funcţiei:
1) у = logxl; 3) у = 5~log5 x; 5) у 2 ' :

1 log, x
2) y = 3lô +3). 4) у = 10log' 10; 6) y = ^ ~log, X

2

4.29.’ ’ Construiţi graficul funcţiei:
1 )  у  =  7 log’ ( x + 2 ) ;

-| lOg; ( X - l )

2) « - -  ■ ;

3) у = log .v:

4) у
lg(x2 + 1) 
lg(x2 + 1)'

EXERCIŢII PENTRU REPETARE
0,5 + 3 b0,5 0,5

4.30. Simplificaţi expresia

4.31. Găsiţi punctele de extremum ale funcţiei:

1) /(x )  = -  + 2) f(x) = їх  + Xі -  3x3.
2 x

-3b'0,5

a -b

0,5 ,0 ,5a -  b

5. Funcţia logaritmică şi proprietăţile ei
Să alegem un număr pozitiv a, diferit de 1. Fiecărui număr pozitiv x 

і se poate pune în corespondenţă un astfel de număr y. că у = loga.t\ în 
acest fel este dată funcţia f ( x )  = log x cu domeniul de definiţie 
£>(/) = (0; +°°).

Această funcţie se numeşte logaritmică.
Să cercetăm proprietăţile principale ale funcţiei logaritmice. 
Funcţia у = log л; are un singur zero x=  1.

4> Funcţia у = loga.r are două intervale de constanţă ale semnului.
dacă a > 1, atunci у < 0 pe intervalul (0: 1): у > 0 pe intervalul 
(1 ; +°o);
dacă 0 < a < 1, atunci у < 0 pe intervalul (1; +°o); у > 0 pe inter
valul (0: 1).

4> Funcţia у = loga.r este crescătoare pentru a > 1 şi este descrescătoare 
pentru 0 < a < І.

4> Funcţia logaritmică este diferenţiabilă. Mai detailat despre derivata 
funcţiei logaritmice voi veţi afla în punctul 8.
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în figurile 5.1 şi 5.2 este reprezentat schematic graficul funcţiei lo- 
garitmice pentru cazurile a > 1 şi 0 < a < 1 corespunzător.

Menţionăm o proprietate importantă a graficului funcţiei logaritmi- 
ce у = loga.t\ Odată cu apropierea valorilor lui x de zero, distanţele de la 
punctele graficului funcţiei у = loga.r până la axa ordonatelor devine tot 
mai mică şi mai mică şi poate deveni oricât de mici, dar niciodată nu vor 
fi egale cu zero.

Problem a 1. Comparaţi numerele:
1 ) log26 şi log27; 2) log026 şi log027; 3) log,, 4 şi 0.

4

R e z o lv a r e :  1) Deoarece funcţia logaritmică y = log,.r este crescă
toare, atunci log, 6 < log, 7.

2) Deoarece funcţia logaritmică у = log0,.r este descrescătoare, atunci 
log026 >log02 7.

3) Având în vedere că 0 < 71

4
<1, avem: log^ 4 < log^ 1.

4 4

Deci, log^ 4 < 0. ◄
4

Problem a 2. Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
1) f(x) = log3(.f2 + 3.r): 2) f(x) = log ,(16-.v).
R e z o lv a r e  : 1) Deoarece domeniul de definiţie al funcţiei logaritmi- 

ce este mulţimea de numere pozitive, atunci domeniul de definiţie al 
acestei funcţii este mulţimea de soluţii a inecuaţiei лг + 3.v > 0.

Avem: x (x + 3) > 0: x < -3  sau x > 0.
Deci, D(f) = —3)U(0; +°°).
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2) Domeniul de definiţie al acestei funcţii îl vom găsi, rezolvând sis- 
16 -  x > 0, 
x -  4 > 0, 
x -  4 Ф 1.

x < 16, 
x > 4,

temui de inecuatii

Atunci
4 < x < 5,
5 < x < 16.

x Ф 5;
De aiciD(f) = (4; 5) U (5; 16). ◄

1. Care funcţie se numeşte logaritmică?
2. Formulaţi proprietăţile funcţiei logaritmice.
3. Reprezentaţi schematic graficul funcţiei logaritmice y = log x pentru a > 1; 

pentru 0 < a < 1.

EXERCIŢII
5.1. ° Funcţia este crescătoare sau descrescătoare:

1) У = b g i x; 3) у = logai x: 5) у = log^ x;
2

2) у = log3 x: 4) у = lg x: 6) у = log^ x?
3

5.2. ° Pe baza cărei proprietăţi a funcţiei logaritmice se poate afirma, că:
1) lg 7 > lg 5: 2) log0 6 4 < log06 3?

5.3. ° Comparaţi:
1) log12 5 şi log12 6: 3) logj 2 şi logj 4;

3 3

2) l°g5~ şi logB̂ ; 4) log^ 0,7 şi log^ 0,6.
1 6 2 2

5.4. ° Comparaţi:
1) log0,9V3 şi logO0V2; 3) logg 6,8 şi log2 6,9;

3 3

2) log7| şi log7^; 4) l g -  şi l g - .
S Z 3 4

5.5. ° Găsiţi domeniul de definiţie al al funcţiei:
1) f(x) = log3 (x +1): 4) f(x) = log0 6 (5x -  6 -  x2):
2) /(x )  = logj (x2 +1); 5) f(x) = 2 lg x + 3 lg(2 - x):

3) f(x) = log4(-x): 6) f(x) = lg(x2 -  1).
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5.6. ° Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
1) f(x) = log7 (6 -  x); 3) f(x) = lg(x + 2) -  2 lg(x + 5).
2) fix) = log04(7x -  x2):

5.7. " Comparaţi cu unitatea baza logaritmului, dacă:
1) log 0,5 > log 0,4: 3) loga VH < loga >/б;

2) loga — > loga 1; 4) l o g ^ < lo g a| .

5.8." Comparaţi cu unitatea baza logaritmului, dacă:

2) loga 2 < loga л/з.1) log — > log —; 
3 2

5.9. " Pozitiv sau negativ este numărul:
l)log 050,6: 2) log03 3: 3)log20,27: 4 )logi[3?

5.10. " Comparaţi cu zero:

1) log, 5: ~  ’ 1 —  14 -  2) log2- ;  3) log! —; 4) log,, 2.
6  з z  3

5.11." Găsiţi cea mai mare si cea mai mica valori ale funcţiei pe inter
valul dat:

1) У = log,x,
1

; 3) у = log2 x, "4 81
—; 8|_4 J 3 L9 16 J

2) у = logjX,
2

— ;8 
ie

5.12." Găsiţi cea mai mare si cea mai mica valori ale funcţiei pe inter
valul dat:

1) У = log! x, ? 3 2) у = lg x, [1: 1000].

5.13." Pe ce interval cea mai mare valoare a funcţiei у = log,x este egală 
cu 3, iar cea mai mică este egală cu -1?

5.14/ Pe ce interval cea mai mare valoare a funcţiei у = logj x este
2

egală cu - 1, iar cea mai mică este egală cu - 2?
5.15/ Comparaţi:

l)log 92 şi 3: 2) log! 27 şi -2: 3) log^26 şi 6.

5.16/ Comparaţi: 

l)log 0112 şi 1: 2) log4 3 şi

5.17/ Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
1) /(x )  = lgx2; 2) f(x) = log3 tg x:
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3) /(x ) = -— ;
lgx

4) f { x ) =
log5(1 0 -x )

5.18." Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei: 

l ) /(x )  = log„ I x 1: 2 ) y  = 5 3) у = lg sin x.
lg(x + 3)

5.19. " Rezolvaţi prin metoda grafică ecuaţia:
1) log,x = 3 -  x; 2) log, x = x -1 ; 3) log,x = -x  -  0,5.

3

5.20. " Rezolvaţi prin metoda grafică ecuaţia:

1) log, x = x + —;
2 2

2) log x = 4 -  x.

5.21." Stabiliţi prin metoda grafică numărul de rădăcini ale ecuaţiei:
1) log,x = -x; 2) log x = -x" 3) log, x = ~J~x.

5.22." Câte rădăcini are ecuaţia:

!) I ~\ = l°g 2x; 2) log2x = - ?
x

5.23. ”  Între care două numere întregi consecutive se conţine pe dreapta 
de coordonate numărul:
1) log310: 2) log2 5: 3) log, 7; 4)log0,2?

3

5.24. ”  Între care două numere întregi consecutive se conţine pe dreapta 
de coordonate numărul: 1) log, 29: 2) log, 9?

2

5.25. ”  Comparaţi:
l)log 45 şi log54: 2) log,51,3 şi log,31,5; 3)log070,8 şi log080,7.

5.26. ”  Comparaţi:
1) log, 71,8 şi log,81,7: 2) log020,3 şi log030,2.

5.27. ’ ’ Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
4

1 ) y = lg ( l -s m x ) ;  5) у = — ----- -  + lg (3 -x );
lg(x + 2)

2) у = J lgcosx; 6) у = logB (x2 -  4x + 3) + ------ ------- ;
logB( 7 - x )

3) у
X

l g ( 4 - x 2) ’
7) у = lg(6x - x2) + -----------

lg (3 -  x)

4) у
1

l°g6(x -  3)
+ -\/б - x ; 8) у = log , (x- + x).
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5.28.’’ Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:

! )  У = ------o------;lg(x + 1)

2) у = lg (l + sin x);

3) у = -y/lgsinx;

5.29.* Construiţi graficul funcţiei: 
1o8'o,2 X I .

4) у = lg(x + 8) -
lg ( -x - l )

2> 1

l) y =
1o8'o,2 x

5) u = lg(10x -  x ) -
lg(8 -  x)

6) y = log (8 + 7 x -x 2).

2) y = Jlog fx logx3.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

5.30. Rezolvaţi ecuaţia:

1) л/х2 +15 = x +1; 4) л/х +1 + л/х +1 - 6  = 0;
2) Vx + 4 + Vx -  4 = 2; 5) 3 cos2 х + 7 sin х — 5 = 0:
3) \/x + л/х - 2  = 0; 6) cos 2х -  5 cos х -  2 = 0.

6. Ecuaţii logaritmice
Ecuaţia de formă logax = b, unde a > 0, а,ф 1, se numeşte cea mai 

simplă ecuaţie logaritmică. Această ecuaţie se poate rezolva, folosind 
definiţia logaritmului.

Problem a 1. Rezolvaţi ecuaţia log3(3x -  1) = 2.
R e z o lv a r e :  După definiţia logaritmului se poate scrie: З х - 1 = 32.

De unde 3x —1 = 9: x = — .
3

î? “ 10Răspuns:  — . ◄
3

Rezolvarea ecuaţiei din exemplul 1 se poate prezenta astfel: 
log3 (3x -  1) = 2 log33, 
log3 (3x -  1) = log3 32,

Зх -  1 = 32, x = — .
3

în timpul rezolvării multor ecuaţii logaritmice se aplică următoarea 
teoremă.
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T eorem a 6.1. Dacă a> 0, аф\, atunci ecuaţia de forma
loga f(x) = loga g(x) 

este echivalentă cu oricare din sistemele
Г/Ч*) = £(•*), Г/Ч*) = £(•*),
\f(x) > 0, {g(x) > 0.

Problema 2. Rezolvaţi ecuaţia lg ( 2 x - 3) = lg (x2 -  Ax + 2). 
R ezo lv a re :  Ecuaţia dată este echivalentă cu sistemul 

\2x -  3 = x 2 -  Ax + 2,

Avem:
x -6x + 5 = 0,

3x > —; 
2

2x -  3 > 0.
x = 1, 
x = 5, -p.- L De aici x =

3x > —.
I 2

5.

R ăspuns :  5. ◄

Problema 3. Rezolvaţi ecuaţia log3( 2 x - 1) + log3( x - 2) = 3.
R ezo lv a re :  Ecuaţia dată log3(2x-  1) + log3(x - 2 )  = 3 este echiva

lentă cu sistemul
log3( (2 x - l ) (x -2 ) )  = 3, 
2x - 1  > 0, 
x -  2 > 0.

^  . . f(2x -  l)(x  -  2) = З3, [2x2 -  5x -  25 = 0,
De aici і і

[x >2; [x > 2;

x = 5.
R ăspuns :  5. ◄

x = 5,
5

- x = — , Obţinem:
L 2
x > 2.

Problema 4. Rezolvaţi ecuaţia log2x + logx 2 = - .

R ezo lv a re :  Deoarece logx2 = 

valenţă cu ecuaţia
log, x

atunci ecuaţia dată este echi-

log, x + ------- =
log2 x

Fie, că log„x = t. Atunci obţinem: t + - ̂ ’ +

5
2

_ 5 
~  2
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De aici 2t2 -  5t + 2 = 0, 
ІФ 0.

Deci,
1

t = ~, 
2

t = 2.

Atunci ecuaţia iniţială este echivalentă totalitătii

De aici

log2x = - ,  

log2x = 2.
x = 22 

x = 22 _ 
R ăspuns :  \І2; 4. ◄

x = -\/2, 
x = 4.

?
1. Care ecuaţie se numeşte cea mai simplă ecuaţie logaritmică?
2. Care sistem este echivalent cu ecuaţia de formă log f(x) = log g(x), dacă

o > 0, а + M

EXERCIŢII

6.1. ° Rezolvaţi ecuaţia:
1 ) log2( x -  1)=  1;

2) log3(2x + 1) = 3:
3) lg(3 -  2x) = 2:

6.2. ° Rezolvaţi ecuaţia:
1) logj (x + 7) = -3;

5

2) log4(2 x -  5) = 0,5:

6.3. ° Rezolvaţi ecuaţia:
1) logT (x + 1) = logT (4x -  5):
2) log5 (3x -  5) = log5 (x -  3).

6.4. ° Rezolvaţi ecuaţia:
1) log9 (4x -  6) = log9 (x -  2):

6.5. " Rezolvaţi ecuaţia:

1) log2V x - l o g 2-  = 6;
X

2) log2 x + log4 x + log8 x = 11 :

4) logl (4x -  8) = -2;
6

5) log7 (x2 -  2x -  8) = 1:
6) logj (x2 + 4x -  5) = -4 .

2

3) logs  (x2 -  5x -  3) = 2;

4) logj (x2 -  5x + 6) = -1 .
2

2) log1 (x + 7) = log1 (2x + 5).
4 4

3) 2 log3 x + log9 x -  log27 x = 6,5;

4) log6x + 21og36x + 31og216x = 3:



6. Ecuaţii logaritmice 35

5) log7 log4 (x -  2) = 0; 6) log4 log3 log2 x = 4

6.6. " Rezolvaţi ecuaţia:

1) b g 3 -  + log3 л[х = 3) lg lg lg x = 0.
x  3

3
2) logB x -  log2B x + loge2B x = —;

4
6.7. " Rezolvaţi ecuaţia:

1) lg(x2 -  2x) = lg(2x + 12):
2) log4 (x -  1) = log4 (x2 -  x -  16):
3) log0 B (x2 + 3x -10) = log0 B(x -  2):
4) log6 (x2 -  x -  2) = log6 (2 -  x).

6.8. " Rezolvaţi ecuaţia:
1) log6 (9 -  x2) = log6 (1 -  2x):
2) lg(x2 + 2x -  3) = lg(2x2 -  2).

6.9. " Rezolvaţi ecuaţia:
1) l°g4 (x -  3) + log4x = 1:
2) log0 B (4 -  x) + log0 B (x -  1) = -1:
3) log3 (2x -  1) + log3 (x -  4) = 2:
4) lg (x -  1) + lg (x -  3) = lg(l,5x -  3).

6.10. " Rezolvaţi ecuaţia:
1) log7 x + log7 (x + 6) = 1 :
2) log3 (5 -  x) + log3 (3 -  x) = ]
3) logj (4x -1 ) + logj (x +1) =

2 2

4) log0 6 (x + 2) + log0 6 (6 -  x ) :
6.11. " Rezolvaţi ecuaţia:

1) log2 x + 3 log2 x -  4 = 0;

2) log2 x -  logs x -  2 = 0;

6.12. " Rezolvaţi ecuaţia:
1) 3 log2 (-x ) -  2 logg (-x ) -1

2) 2 log7 \[x = log2 x -  6;

6.13. "  Rezolvaţi ecuaţia:
1) 2 log04x = log04(2x2 -  x):
2) 2 log7 (-x) = log7 (x + 2):

log0B3,5; 

log06(x + 8).

3) logBx + logx5 = 2,5:
2 44 )  ----------1-----------------— 1

lg(x + 2) -  3 l g ( x  + 2) + l

0; 3) 3 log3x + 3 log 3 = 10:

4) --------- ?—  = 1.
lgx + 2 lgx -1

3) 2 log8(1 - x) = log8(2,5x + 1):
4) 2 log3 x = 1 + log3 (x + 6).
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6.14. "  Rezolvaţi ecuaţia:
1) log0 7 (2x2 -  9.r + 4) = 2 log0 7 (x + 2):
2) 2 log2 (-x) -  log2 (3x + 8) = 1.

6.15. "  Rezolvaţi ecuaţia:
1) log2(5 - x) -  log2 (x -  1) = 1 -  log2 (x + 2):
2) 2 log5 (x + 1) -  log5 (x + 9) = log5 (3x -  17).

6.16. "  Rezolvaţi ecuaţia:
1) log2 (2.r -  І) -  log2 (x + 2) = 2 -  log2 (x + 1):
2) 2 lg(x + 1) -  lg(4x -  5) = lg(x -  5).

6.17. * Rezolvaţi ecuaţia:
1) log (2x2 -  7x + 12) = 2: 3) log „ (2x2 -  1 lx + 16) = 2:
2) log;.+ 7 (x + 3) = 2: 4) l o g ^  (3x2 -  7x + 3) = 2.

6.18. * Rezolvaţi ecuaţia:
1) log , (x2 -  5x + 7) = 1: 2) logx(x + 6) = 2.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

6.19. Găsiţi derivata funcţiei:

1) /(x )  = x  -  9x 
x  + 4

2) f ix )  = (5x -  l )4x.

6.20. Găsiţi intervalele de creştere şi punctele de extremum ale funcţiei:
x  -  2

1) f (x)  = - —x 3 -  —x 2 + 2x; 
3 2

2) f (x )  = x +9
2 „ ’ x  -  9

3) / ( * )  = ■ 2 •X + o

6.21 . Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei /(x )  = x — x 3 în
3

punctul cu abscisa x0 = 3.

7. Inecuaţii logaritmice
Rezolvarea multor inegalităţi logaritmice se bazează pe o astfel de 

teoremă.
Teorem a 7.1. Dacă a> 1, atunci inecuaţia loga/(x) > logag(x) 

este echivalentă cu sistemul
\ f(x )  > g ( x ) ,

\g(x)>0.
Dacă 0 < a < 1, atunci inecuaţia loga/(x) > logag(x) este echi

valentă cu sistemul
fix) < g(x), 
fix) > 0.
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Problema 1. Rezolvaţi inecuaţia log,.e > 3.
R e z o lv a r e  : Deoarece 3 = log, 23, se poate scrie:

log2 x > log2 23.
Această inecuaţie este echivalentă cu aşa una: x > 23. De aici x > 8. 
R ăspuns :  (8;+oo). M

Problema 2. Rezolvaţi inecuaţia log0Sx > l .  
R ezo lv a re :  Avem: log0Sx > lo g 0S0,3.

Această inecuaţie este echivalentă cu sistemul

R ăspuns :  (0: 0,3]. ◄

x < 0,3, 
x > 0.

Problema 3. Rezolvaţi inecuaţia logj (3x -  4) < logj (x -  2).
2 2

R ezo lv a re :  Inecuaţia dată este echivalentă cu sistemul
f 3x -  4 > x -  2,
[x -  2 > 0.

De aici f X > 1 ’ x > 2. 
[x > 2;

R ăspuns :  (2;+oo). M

Cărui sistem de inecuaţii este echivalentă inecuaţia loga f(x) > loga g(x), 
dacă a > 1 ? dacă 0 < a < 1 ?

EXERCIŢII ■

7.1. ° Rezolvaţi inecuaţia:
1 ) log01x < log 019:

2) logn x>  logn 12:
3) log08x>  log0814:

4) log7x<  log715:
7.2. ° Rezolvaţi inecuaţia: 

1) lg x < lg 4:

5) logs (x + 5) < logs 8;

6) log8 (2x -  3) > log8 7:
7) logg (x -  4) > logg 2;

9 9

8) lg (1 + 3x) < lg 16.

3) log12 (x -  8) > log12 3:

4) log16 (4x -  6) < log1610:
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5) log 8 (2 -  x) < log g 2;

7.3. ° Rezolvaţi inecuaţia:
1) log7x > 2;
2) logBx < - l ;
3) logj x < 5;

2
4) logj x > 1;

3

7.4. ° Rezolvaţi inecuaţia:
1) logj x < -1; 3) lg x < 5;

6) l°g09 (2x + 1) > log0 9 5.

5) log,(5x + 1) > 4;
6) log0 6( x -  2) < 2;
7) logs(2 x - l )< 3 ;

8) log0.B(2x + l ) > - 2.

2) log.x > 2: 4) logj x > -3;

5) l o g ^ x - S ) ^ ^ ;
3

6) log0(5x + 6 )<2.

7.5. " Câte rădăcini întregi are inecuaţia:
1) log02B(3x -  5) > -3: 2) log3(7 - x) < 3?

7.6. " Găsiţi rădăcinile întregi ale inecuaţiei:
l)log 0B( l - x ) > - l :  2) log3e(x +1)<0,5.

1.1.' Găsiţi mulţimea soluţiilor ale inecuaţiei:
1) lg(2x + 3) > lg(x -  1):
2) logB 2x < logB (x + 1):
3) log02 (2x -  1) > log02(3x -  4):
4) log04(x2 -  3) < log0 4(x + 3):
5) log0 7 (x2 -  2x -  3) < log0 7 (9 -  x);
6) log! (x2 + x + 31) < log! (lOx + 11).

3 3

7.8." Rezolvaţi inecuaţia:
1) log2 (2x -  3) < log2 (x + 1):
2 )  log06(3 -2 x )> lo g 06(5 x -2 ):
3) lg(x2 -  2) > lg(4x + 3);
4) log0д (10 -  2x) > log0д (x2 -  x -  2).

7.9.’’ Găsiţi mulţimea rădăcinilor ale inecuaţiei:
1) logg (x2 -  4x + 3) < 1;
2) log0 5 (x2 + x) > - 1;
3) log0 7 (x2 + 10.x + 25) > 0:
4) log2 (x2 -  3x) < 2;
5) log0 s (x2 + x -1 2 ) > log0 з (6x -  6);
6) lg(x2 -x )< lg (3 x -3 ) .
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7.10. "  Rezolvaţi inecuaţia:
1) log1 (x2 -  5x + 7) > 0;

3

2) log9(x2 - 6x + 8)<0,5;

3) log0B(x2 + 3 x )> -2 ;
7.11. "  Rezolvaţi inecuaţia:

1) lg x + lg(x -  3) > 1:
2) log1 (x + 2) + log1 x < - 1;

4) log0 s (x2 -  2x +1) > 0;

5) log2 (6 -  2x) < log2 (x2 -  2x -  3);
3 3

6) log01 (x2 -  3x -  4) > log0д (x +1).

3) log2 x + log2 (x + 4) < 5:
4) log01 (x -  5) + log01 (x -  2) > -1;
5) loge (5x + 8) + loge (x +1) < 1 -  loge 3;
6) log3 (1 -  x) + log3 (-5x -  2) > 2 log3 2 +1.

7.12. "  Rezolvaţi inecuaţia:
1) log2 (-x ) + log2 (1 -  x) < 1;
2) log0 2 (x -1 ) + log0 2 (x + 3) > -1;
3) log3 (x -  2) + logg (x -1 0 ) > 2;
4) log7 x + log7 (3x -  8) > 1 + 2 log7 2.

7.13. "  Rezolvaţi inecuaţia:
1) log22x < l ;  4) log2 x + 21og1 x - 8 < 0 ;

4 4

2) log2 x > 4; 5) log2 x -  5 log2 x + 6 > 0;
3

3) lg2x + 3 lg x — 4 < 0: 6) 2 log2 x -  5 logj x + 2 > 0.

7.14." Rezolvaţi inecuaţia:
1) log2 Б x > 9; 3) 2 log2 x -  log4 x -1  < 0;
2) lg2x -  2 lgx -  3 > 0; 4) log2 2 x -  log0 2 x -  2 < 0.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE
7.15. Găsiţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei f(x) = 

= x3 -  Зх2 + 1 pe intervalul [-2: 1].
7.16. în ce punct al graficului funcţiei f(x) = x3 -  x2 -  2x tangenta formea-

Snză cu direcţia pozitivă a axei absciselor unghiul a = — ?

7.17. Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei у = x2 -  x + 2, care este 
paralelă cu dreapta x + y + 2 = 0.
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8. Derivatele funcţiilor exponenţială şi 
logaritmică

Există oare o funcţie a cărei derivată este egală cu însăşi funcţia? De 
răspuns la această întrebare nu-i complicat. De exemplu, funcţia care 
este constantă nulă, posedă această proprietate.

Se poate oare specifica funcţia /, definită pe M, diferită de constanta 
zero, astfel, că f '(x) = /(x )  pentru orice x є I ?  Răspunsul la această 
întrebare nu este evident.

S-a dovedit, că printre funcţiile exponenţiale f(x) = <f există o singu
ră astfel de funcţie, că f '{x) = f (x)  pentru toţi x є M. Numărul, care 
este baza puterii pentru această funcţie, se notează cu litera e, iar func
ţia însăşi are forma f(x) = ex. Deci,

(e*)' = ex

S-a stabilit că numărul e este iraţional. El poate fi scris sub forma 
unei fracţii zecimale infinite neperiodice:

e = 2,71828182845... .
Funcţia f(x) = ex se numeşte exponentă.
Logaritmul în baza e se numeşte logaritm natural şi se notează 

In o, adică logf a = In a.
Se poate de demonstrat, că derivata funcţiei exponenţiale f(x) = ax 

este egală cu aJ In a.
Deci, pentru a > 0, а,ф 1 se poate scrie:

(ax)’ = ax In a

în p. 5 am observat, că funcţia logaritmică f(x) = logax este diferen- 
ţiabilă.

Putem dovedi, că

în special,

(lnx)' = —
x

Problema 1. Găsiţi derivata funcţiei:

1) У = ex (x2 -  4x); 2) у = X а ■ 3х; 3) у =
mx
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R e z o lv a r e  : 1) Aplicând teorema derivatei produsului a două func
ţii, obţinem:

у = (exy ■ (x2 -  4x ) + (x2 -  4x)' ■ ex =

= ex (x1 2 -  4x) + (2x -  4)ex = ex (x2 -  2x -  4).
2) Avem:

y' = (x3)' • 3х + (3X)' • x3 = 3x2 • 3х + 3X ln3 • x3 = 3xx2 (3 + x In 3).

3) Avem: у (x4)'• lnx - (lnx)'• X 4 ^X -

In2 x In2 X
4x3lnx-x3 x3(41nx-l)

In2 x  In2 X

• X 4

P r o b le m a  2. Alcătuiţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei 
f(x) = <’" + x în punctul cu abscisa x0 = 0.

R e z o lv a r e :  Avem: f(x0)=  1. Găsim derivata fu n cţie i/în  punctul 
xQ = 0: f '(x)  = ex + 1 . De aici f ' (x0) = 2. Atunci ecuaţia căutată are as
pectul у = 2x + 1.

R ă s p u n s : у = 2x + 1. ◄

P r o b le m a  3. Găsiţi intervalele de creştere şi descreştere şi punc
tele de extremum ale funcţiei f(x) = x In x.

R ezo lv a re :  Avem:

/ '(x )  = (x)' • lnx + (lnx)' • x = lnx н-----x = lnx + 1 .
x

Cercetăm semnul f ' (x)  pe D(f)  = ( 0 ;  + o o ) .

Avem: f ' (x)  > 0 pentru In x > —1. De unde x > - .
e

Analogic găsim, că f '(x)  < 0 pentru 0 < x < —.
e Fig.8.1

Obţinem, că funcţia /creşte pe intervalul

descreşte pe intervalul * » = -  (FiS- 8 1 )e

1. Care funcţie se numeşte exponenţială?
2. Ce se numeşte logaritm natural?
3. Cu ce este egală derivata funcţiei у = eXr? у = aXr?
4. Cu ce este egală derivata funcţiei у = In x? у = log x?
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EXERCIŢII

8.1.° Găsiţi derivata funcţiei:
1) у = 4ex; 3) у = (’" sin x;

ex
2) у = xV ; 4) y =

x  -  2
8.2.° Găsiţi derivata funcţiei:

1) у = .vV: 2) у = ex cos x; 3 ) y  =
x  +1

l n x
2) У = -r'>

2) y = —  ■
l n x

2X -3
2X +1 

5X +2

5) у = 5х:

6) у = x ■ 3х.

4) у = 6*.

3) у = х51п х.

8.3. ° Găsiţi derivata funcţiei:

1) У = log9 х\
8.4. ° Găsiţi derivata funcţiei:

1) У = lg

8.5. " Găsiţi derivata funcţiei:

1)у = еГ + е*\ 2 ) y  =

8.6. " Găsiţi derivata funcţiei:

l ) y = 1 0 -  2 ) y  =
D -  1

8.7/ Calculaţi valoarea derivatei funcţiei f in  punctul £0:
СОЯ X1) /(x )  = ex -  3x, x0 = 0; 3) /(x )  = —— , x0 = 0.
e

2) /(x )  = ^ x2 -  lnx, x0 = 4;

8.8." Calculaţi valoarea derivatei funcţiei f in  punctul xQ:
1) f (x)  = ex tgx,  x0 = 0; 3) /(x )  = x -  lnx, x0 = 3.

2) /(x )  = — lnx, xn = —;
6 6

8.9. " Alcătuiţi ecuaţia tangentei pentru graficul funcţiei f in  punctul cu 
abscisa xQ:
1) f(x) = ex, x0 = 0: 3) /(x )  = x • 2X, x0 = 1;
2) f(x) = <>' + sin x, x0 = 0: 4) f(x) = 3x + In x, x0 = 1.

8.10. " Alcătuiţi ecuaţia tangentei pentru graficul funcţiei f i n  punctul 
cu abscisa xQ:
1) f(x) = In x, x0 = 1; 2) f(x) = 2ex -  cos x, x0 = 0.
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8.11. ’ Găsiţi ecuaţia tangentei orizontale dusă la graficul funcţiei:

1) f {x)  = ex + \-, 2)f(x) = (2x- 7 ) ( 2 x-9 ) .
e

8.12 . " Găsiţi ecuaţia tangentei orizontale dusă la graficul funcţiei 
f(x) = (5J -  65)(5' + 15).

8.13. ’ ’ Alcătuiţi ecuaţia tangentei dusă la graficul funcţiei:
1) f(x) = ex, dacă această tangentă este paralelă la dreapta у = ex -  6:
2) f(x) = 6.t -  In x, dacă această tangentă este paralelă la dreapta у = x.

8.14. ’ ’ Găsiţi intervalele de creştere şi descreştere şi punctele extremum 
ale funcţiei:

4x 1
1) f(x) = <?- x; 4) /(x )  = — ; 7) /(x )  = lnx -

e x

2) /(x )  = x2 • 2~x; 5) f(x) = x3In x: 8) /(x )  = — .
l n x

3) /(x ) =
x -  2 6) K x) = In x -  x:

8.15.’’ Găsiţi intervalele de creştere şi descreştere şi punctele extremum 
ale funcţiei:

з o

1) /(x ) = — ; 3) f(x) = 0,5x2 -  In x: 5) /(x )  = 2 lnx + —;
3 X x

Q4 Ч X  + 32) /(x )  = —— ; .. 4 lnx4) /(x )  = -----;
X

6) /(x )  = ^ .
yjX

8.16." Găsiţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei f(x) = ex + x 
pe intervalul [ - 1: 1].

8.17. ’ ’ Găsiţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei f(x) = 
= (x -  1) e~x pe intervalul [1: 3].

8.18. ’ ’ Cercetaţi funcţia şi construiţi graficul ei:
1) f(x) = xex; 2) f(x) = x2 -  2 In x.

X8.19.’ ’ Cercetaţi funcţia /(x )  = — şi construiţi graficul ei.
ex

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

8.20. Rezolvaţi ecuaţia:
1) cos 2x = cos x -  1 : 2) cos 2x = sin x.

8.21. Găsiţi coordonatele punctelor de intersecţie ale graficelor funcţiilor:
1) у = 1 + -sjx + 5 şi y = x; 2) у = 2 -  2 *Jx + 5 şi y = —x.
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IUBIREA MEA ESTE UCRAINA Şl MATEMATICA H

Această afirmaţie patriotică a matematicianului ucrainean remar
cabil, a academicianului Mihail Pylypovych Ivravchiuk, a fost gravată 
pe piedestalul de granit al monumentului savantului (vezi forzaţul 1).

Mihail Ivravchiuk s-a născut în satul Ceovnâţi în ţinutul Volân. După 
ce a absolvit Gimnaziul din Luţk cu medalie de aur, apoi secţia de ma
tematică al Universităţii din Kiev. a rămas să lucreze în Kiev.

Productivitatea ştiinţifică şi capacitatea de lucru înaltă, originalita
tea şi flexibilitatea gândirii lui M.P. Ivravchiuk i-au permis să obţină 
rezultate ştiinţifice importante în algebră şi teoria numerelor, teoria 
funcţiilor şi a analizei matematice, ecuaţiilor diferenţiale şi integrale, 
teoriei probabilităţilor şi statisticii etc. Se ştie că elaborările lui ştiinţi
fice au fost folosite într-o mare măsură de cercetătorii americani în 
timpul creării primului calculator.

M. P. Ivravchiuk a participat activ la crearea terminologiei ştiinţifice 
ucrainene, unul dintre primii care a scris lucrări ştiinţifice în limba 
ucraineană, măcar că liber ştia limbile rusă, franceză, germană, italia
nă, poloneză şi alte limbi.

M.P. Ivravchiuk a atras o atenţie deosebită muncii ştiinţifice cu tine
rii, în special la iniţiativa lui în 1935, a avut loc prima Olimpiada de 
Matematică din Kiev pentru şcolari. încearcă-ţi puterile în rezolvarea 
problemelor acestei olimpiade.

însărcinările primei olimpiade matematice din Kiev (1935)

і . . b s - a h - b 2c +  c a s п  1
1 . Calculaţi valoarea expresiei --------------- 5--------+ Vo pentru a = — ,

(b -  c f  2
b = 0,19, c = 0,18, d = 0,04.

2. Rezolvaţi ecuaţia 4X A *2 -e-2°,75 _
(x + у = 4,

3. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii і
’ [(x2 + y2)(xs + ys) = 280.

4. Numerele pozitive ux, u2, u n formează o progresie aritmetică. De
monstraţi, că

І І 1 _ n - l

\1щ + \f^2  + Vei" “' l UП - 1  + sf^n
5. Fie o şi b — catetele triunghiului dreptunghiular, c — ipotenuza. De

monstraţi, că
loge + » a  + loge - » a  = 2 logc+i) a  ■ loge-» «•



însărcinarea nr. 1 „Controlează-te” în formă test 45

ЗАВДАННЯ № 1 «ПЕРЕВІРТЕ СЕБЕ» В ТЕСТОВІЙ ФОРМІ

1. Care este domeniul de definiţie al funcţiei u = ------- ?
7х -1

C) (-°o;7)U(7;+°o);
D) (-°°;0)U (0;+°°).

A) (—oo; +oo);
B) (—°o; 1) U (1; + °o);

2. Pe una din figuri este reprezentat graficul funcţiei у = 3 x. Indicaţi 
această imagine.

A) B) C) D)
2/< ‘ /  \ V‘ і 2/ і У ‘

— „o Ї  0 / —x
1 1 ^ \ 1 <L

0 x  0 X

(  2̂ \X3. Cu ce este egală rădăcina ecuaţiei -  •
V5 J l  4 )  9

A) 2; B) —2; C) 1; D) -1.

4. Găsiţi mulţimea soluţiilor inecuaţiei 0,6 > 0,6.
A) (-oo; 1); C) (-oo; —1) U (1; +°o);
В) (1; +°°); D) (—1; 1).

5. Rezolvaţi ecuaţia Зх+3 + 5 • 3х 1 = 86.
А) 0; В) 1; С) 2; D) 3.

6. Calculaţi valoarea expresiei logg ̂ ă - l o g g ^ .

A) 1; В) —1; C) 5; D )-5 .
7. Prezentaţi numărul 3 sub forma puterii numărului 10.

A) 3 = 10logsl°; C) 3 = 10lg3;
B) 3 = 10logs 3; D) imposibil de prezentat.

8. Cu ce este egală valoarea expresiei log6108 -  log6 3?
A) —1; B) 2; C )-3; D) 4.

9. Rezolvaţi in ecuaţia log0 2 x > log0 2 5.
A) (-°°; 5); C) (0;5)U(5;+°°);
B) (5; + o o ) ;  D) (0; 5).
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10. Prin care din punctele date trece graficul funcţiei у = log , x?
2

A) (2; 1); B) ( 2 ; - 1); C ) ( 2;± ) ;  D) (2; 0).

11. Pentru ce valori ale lui a şi b se îndeplineşte egalitatea lg ab = lg (-o) + 
+ lg(—Ь)?
A) a > 0, b < 0; C) a < 0, b < 0;
B) a < 0, b > 0; D) aşa valori nu există.

12. în figura dată este desenat graficul funcţiei 
у = f(x), definită pe mulţimea numerelor 
reale. Câte rădăcini are ecuaţia In f(x) = 0?
A) nici o rădăcină;
B) două rădăcini;
C) trei rădăcini;
D) este imposibil de determinat.

13. Indicaţi cea mai mare soluţie întreagă a 
inecuaţiei log0, (3 -  2x) < < -1.
A )—2; В) — 1; C) 1; D) aşa soluţie nu există.

14. Care este mulţimea soluţiilor inecuaţiei log.. Vx < 1?
A )(-oo;+oo); B )(0;+oo); C) (0; 1) U (1; + oo); D) 0 .

15. Rezolvaţi ecuaţia log4(x -  4) + log4(x -  1) = 1.
A) 0;5; ’ B)0; C) 5; D) 1; 4.

16. Comparaţi valorile expresiilor log4 5, log64, log09 3.
A) log0 2 3 < log6 4 < log4 5; C) log0 2 3 < log4 5 < log6 4;
B) log6 4 < log0 2 3 < log4 5; D) log4 5 < log6 4 < log0 2 3.

17. Găsiţi derivata funcţiei у = xV .
A) y' = 3xV; C) y' = 3xV  + x3ex;
B) y' = 3x2ex -  x3ex; D) y' = x3ex In 3.

x 218. Găsiţi intervalele de descreştere ale funcţiei у = -----.
l n x

A) (-oo; 0), ( 1; \[e]; C ) (0 ;^ ] ;
B) (0; 1), (1; -v/e]; D) (0; 1).

**
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PRINCIPALUL ÎN PARAGRAFUL 1 I

Proprietăţile funcţiei у  = ax, unde a > 0, а Ф 1

Domeniul de definiţie K
Domeniul de valori (0; + o o )

Zerourile funcţiei -
Intervalele de con
stanţă ale semnului у > 0 pe K
Creşterea / descreşte
rea

Dacă a > 1, atunci funcţia este crescătoare: 
dacă 0 < a.< 1, atunci funcţia este descrescătoare.

Diferenţiere Diferenţiabilă
Ecuaţii exponenţiale

Pentru a > 0 şi аф 1 egalitatea ax = ax se îndeplineşte atunci şi 
numai atunci, când = x9.
Dacă a > 0 şi аф 1, atunci ecuaţia afix) = a8ix) este echivalentă cu 
ecuaţia f(x) = ,g(.v).

Inecuaţii exponenţiale
Dacă a > 1, atunci in ecuaţia at(x) > a8(x) este echivalentă cu inecuaţia 
f(x) >g(x): dacă 0 < a < 1, atunci inecuaţia at(x) > a8(x) este echivalen
tă cu inecuaţia f(x) <g(x).

Logaritmul şi proprietăţile lui
Logaritmul numărului pozitiv b în baza a, unde a > 0 şi а. ф 1, se 
numeşte exponentul puterii la care trebuie ridicat numărul a, pentru 
a obţine numărul b.
Identitatea logaritmică fundamentală:

aloe-b =b.
Dacă x > 0 .y >  0. a > 0 şi аф I. atunci sunt adevărate egalităţile: 
l°ga xy = loga x + loga y;

log„ -  = loga x -  log„ y.
У

Dacă x > 0, a > 0 şi аф 1, atunci pentru orice (3 є M se realizează 
egalitatea loga.rp = P loga.f.
Dacă a > 0, а, ф 1, b > 0, c > 0, c Ф 1, atunci este adevărată egalitatea
r b lo8'c 6loga6 = --------•

l o g c a
Dacă a > 0, аф 1, b > 0, b Ф 1, atunci se îndeplineşte egalitatea 

1
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Dacă a > 0, а,ф 1, b > 0, atunci pentru orice p Ф 0 se realizează egali

tatea logoP b = ^ log0 b.

Proprietăţile funcţiei у  = logax

Domeniul de definiţii (0; + o o )

Domeniul valorilor 
(codomeniul) K

Zerourile funcţiei x = 1

Intervalele de semn 
constant

Dacă a 1, atunci у < 0 pe intervalul 
(0; 1), у > 0 pe intervalul ( 1; + o o ); 

dacă 0 < o < 1 , atunci у < 0 pe intervalul 
( 1; + o o ), у > 0 pe intervalul (0; 1)

Creşterea / 
descreşterea

Dacă a > 1, atunci funcţia este crescătoare; 
dacă 0 < o < 1, atunci funcţia este 

descrescătoare.
Diferenţiere Diferenţiabilă

Ecuaţiile logaritmice
Dacă a > 0. а ф-1, atunci ecuaţiile de forma loga/(x) = logag'(x) sunt

ff (x)  = g(x), \f(x) = g(x),
echivalent cu oricare chn sistemele

f ( x )>  0, g ( x ) > 0.
Inecuaţii logaritmice

Dacă a >  1, atunci inecuaţia loga/(.r) > logag'(x) este echivalentă cu 
[/(x ) > g(x),
[g (x )>0 .

Dacă 0 < a < 1, atunci inecuaţia loga/(x) > logag'(x) este echivalentă 
[ f (x)  < g(x),
[ f ( x )> 0 .

Derivatele funcţiilor logaritmică şi exponenţială
( e j  = ex 
(ax)' = а' In a

1

sistemul

cu sistemul

(log0 x)' = xlna

(lnx)' = —
x



INTEGRALA Şl 
APLICAREA El

>

în acest paragraf veţi face cunoştinţă cu operaţia, inversă diferenţierii şi 
veţi învăţa proprietăţile acestei operaţii.
Veţi extinde clasa figurilor ariile căror le veţi putea calcula. Veţi face cu
noştinţă cu noţiunea de „integrală determinată” şi veţi clarifica sensul ei 
geometric.

9. Primitiva
Voi ştiţi, că găsirea derivatei a unei funcţii date se numeşte diferen

ţiere. O operaţie inversă, adică găsirea unei funcţii după derivata ei, se 
numeşte integrare.

Definiţ ie .  Funcţia F  se numeşte funcţia primitivă (sau pe 
scurt primitiva) a funcţiei /  pe intervalul I, dacă pentru toţi x e I 
se efectuează egalitatea

F'(x) = f(x).

De exemplu, funcţia F (x )  = x 2 este primitiva funcţiei f(x)  = 2x  pe in
tervalul ( - 00; +00), deoarece pe K se efectuează egalitatea (x2)' = 2x.

Deseori în problemele, legate de funcţia primitivă, intervalul I  este 
omis. în aceste cazuri, se consideră, că I  = (—00; +00). Astfel, funcţia 
F (x )  = cos x  este primitiva funcţiei f(x) = -sin x, deoarece se efectuează 
egalitatea (cos x)' = -sin x.

Să dăm mai un exemplu. Funcţia F ( x )  = л/х este primitiva funcţiei

/(x ) = — pe intervalul (0 ; +00), deoarece pe acest interval se efectu- 
2 Vx

ează egalitatea (>/x) =
2 yfx

Să cercetăm funcţiile у  = x2 + 1 şi у  = x2 -  2. Fiecare din ele are una 
şi aceeaşi derivată у  = 2x\ Astfel, ambele funcţii у  = x2 + 1 şi у  = x2 -  2 
sunt primitivele funcţiei у  = 2x\ Este clar, că fiecare dintre funcţiile de 
forma у  = x2 + C, unde C  — un număr arbitrar, este primitiva funcţiei 
у  = 2x\ Deci, problema aflării primitivei funcţiei are o mulţime de soluţii.

Scopul integrării constă în aceea, ca pentru funcţia dată să se gă
sească toate primitivele ei pe intervalul dat.
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Corelaţiile dintre toate primitivele funcţiei date, le arată următoarea 
teoremă.

Teorem a 9.1 (proprietatea  fundam enta lă  a p r im it i 
vei) .  Dacă funcţia F este primitiva funcţiei f  pe intervalul I şi 
C -  număr arbitrar, atunci funcţia

у = F(x) + C
de asemenea este primitiva funcţiei f  pe intervalul I.

Orice primitivă a funcţiei fpe intervalul I se poate reprezenta 
în forma у = F(x) + C, unde C - un număr oarecare.

Dacă funcţia F este primitiva funcţiei f  pe intervalul /, atunci însem
narea F(x) + C, unde C -  număr arbitrar, se numeşte aspectul general 
al primitivei funcţiei /p e  intervalul/.

Din proprietatea fundamentală a primitivei rezultă, că graficele 
oricăror două primitive ale funcţiei date, pot fi obţinute unul din altul

prin deplasarea paralelă de-a lungul axei or
donatelor (fig. 9.1).

Totalitatea tuturor primitivelor funcţiei 
у = f(x) pe intervalul I  se numeşte integrală 
nedefinită şi se notează 

J/(x )d x

(se citeşte: «integrala fe de ix de ix»),
în  tim pul rezolvării problem elor cu 

primitivă este convenabil de folosit tabelul 
prezentat în forzaţul 3.

Găsiţi aspectul general al primitivelor funcţiei

Fig. 9.1

P rob lem a 1.
f(x) = X5.

B e z o l v a r e  : Folosind tabelul primitivelor, obţinem, că una din pri-
x 6mitivele funcţiei f(x) = x5 este funcţia F (x) = — . Atunci după teorema
6

e
X9.1 scrierea —  + C, unde C -  număr arbitrar, este aspectul general al 
6

primitivelor. ◄
Din rezolvarea problemei 1 rezultă, că

e
f xBdx = —  + C.
J 6

Problema 2. Pentru funcţia f(x)

căreia trece prin punctul M

cos x găsiţi primitiva, graficul
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R e z o lv a r e :  Folosind tabelul primitivelor, obţinem, că primitiva 
căutată are forma F(x) = sin x + C, unde C -  număr arbitrar. Să găsim 
acest număr.

( 71 I . 7 1Din condiţie rezultă, că F — = 3. Atunci sin— + C = 3. Având în
e

71 1vedere, că sin— = - ,  găsim: C = 2,5.
6 2

Deci, primitiva căutată are forma F(x) = sin x + 2,5. ◄

•
1.
2.
3.
4.

J L
'a EXERCIŢII

9.1. ° Determinaţi, este oare funcţia F  primitiva funcţiei f:
1) F(x) = 3x2 + x -  2, f(x) = 6x + 1;
2) F(x) = x f(x) = -4дг5 pe intervalul (0: +°o);
3) F(x) = sin x + 3, f(x) = cos x + 3:
4) F(x) = 5X, f(x) = 5 4 n 5.

9.2. ° Demonstraţi, că funcţia F  este primitiva funcţiei f  pe intervalul I:
1) F(x) = x4 -  2.r2 + 6, f(x) = Ax3 -  Ax, I  = (-°°; +oo);

2) F(x) = \ ,  f (x)  = ~ ,  I  = (-°°; 0);
X  X

3) F(x) = 5 - 3 j x ,  f (x)  = ----%=, I  = (0;+oo).
2\ x

1 29.3. ° Este oare funcţia F(x) = —  primitiva funcţiei f (x)  = — -  pe in-
x ’ x

tervalul:
1) (0; +oo); 2) (-2: 2): 3) ( - ° o ;  0]; 4) ( - 6: 0)?

9.4. ° Găsiţi aspectul general al primitivelor funcţiilor:

1) f(x) = 5; 5) f {x )  = 2 -  pe intervalul (-oo; 0);
x ‘

2) f(x) = x\ 6) /(x )  = 4x  pe intervalul [1; +°o);
3) f(x) = X6: 7) Z(x) = yfx pe intervalul (-oo; -3 );
4) f(x) = 2J : 8) f(x) = x 3 pe intervalul (0; +oo).
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9.5.° Găsiţi aspectul general al primitivei funcţiei:

! ) / ( * )  = 0; ..........  1

2) f(x) = xa;

3) /(x )  =
3

4) /(x )  = pe intervalul (0; +oo);
x

5) /(x )  = ifx pe intervalul (4; +°o);

6) f (x)  = tfx pe intervalul [0,5; +oo).

9.6. " Pentru funcţia /găsiţi primitiva, graficul căreia trece prin punctul 
dat:
1) f(x) = x2, A ( - 1: 3): 3) f(x) = «f, C (0; - 6).
2) f(x) = sin x, В (n; -1):

9.7. " Pentru funcţia /găsiţi primitiva, graficul căreia trece prin punctul 
indicat:

1) /(x) = x3,

2) f(x) = cos x, ivf —; -  I;

3) f(x) = 3х, K

6 2

V ln3^
9.8." Pentru funcţia /  găsiţi pe intervalul I  primitiva F, care primeşte 

această valoarea în punctul dat:

1) /(x )  = — , /  = (0; +oo), F -  = -9 ;
x V 3 /

2) /(x )  = — f [ = ЗлУЗ;
cos2 X 2 2

3) /(x )  = - ,  1 = (-oo; 0), F (-e3) = 7:
x

4) /(х )  = - г , I  = (-°°; 0), F\̂  j = 3.

9.9." Pentru funcţia /  găsiţi pe intervalul I  primitiva F, care primeşte 
valoarea dată în punctul dat:

l ) / ( x )  = -J=, /  = (0; +oo), F(  16) = 10:
yJX

2) /(x )  = - ,  /  = (0; +oo), F -  = -2 ;

3) f(x) = 2X, /  = (-oo; +00), F(5) = 1.
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9.10.’ ’ Indicaţi în figura 9.2 graficul, care poate fi graficul primitivei 
funcţiei f(x) = cos 3.

г/н

d

9.11.’ ’ Indicaţi graficul pe figura 9.3, care poate fi graficul primitivei 
funcţiei f(x) = In 2.

9.12.’’ Pentru funcţia f (x)  = sin* 2 ̂  -  cos2 găsiţi oricare două primitive,

distanţa între punctele corespunzătoare ale graficelor cărora (adică 
a punctelor cu abscisele egale) este egală cu 2.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

9.13. Rezolvaţi inecuaţia:
1) log2 (l,5x -  3) < 1 + 2 log2 0,3;
2) log0 4 (3,5 -  5x)> 2 log0 4 0 ,2 -1 .

9.14. Simplificaţi expresia: 
2sin(7t -  a)

1)

2)

sin — + a + tgasin(7i + a)

2 cos a 
1 + sin(7t + a)

+ 2cos| ^  -  a |.
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10. Regulile de aflare ale primitivei
în timpul găsirii derivatei funcţiei voi aţi folosit regulile de diferen

ţiere. în acest punct noi vom examina regulile găsirii primitivelor.
T eorem a 10.1. Dacă funcţiile F şi G sunt corespunzător pri

mitivele funcţiilor f  şi g pe intervalul I, atunci pe acest interval 
funcţia у  = F(x) + G(x) este primitiva funcţiei у  = f(x) + g(x).

D em on s tr a ţ i e .  Din condiţie rezultă, că pentru orice x e l  se efec
tuează egalităţile F (x )  = f(x) şi (У (x) =g(x). Atunci pentru toţi x din 
intervalul I  avem:

(F(x) + G(x))' = F  (x) + G'(x) = f(x) +g(x).
Deci, funcţia у = F(x) + G(x) este primitiva funcţiei у = f(x) + ,g(x) pe 

intervalul I. ◄
Din teorema 10.1 rezultă, că

|  (/(x) + g(x) )dx  = J/(x )d x  + 1 g( x ) dx  = F (x) + G(x)  + C,

Unde C — număr arbitrar.
Analogic se poate de demonstrat, că

|(/(x) -  g{x))dx = | f {x)dx - 1g{x)dx = F (x) -  G(x) + C.

T eo r em a  10.2. Dacă funcţia F este primitiva funcţiei f  pe 
intervalul I şi k -  un număr arbitrar, atunci pe acest interval 
funcţia у  = kF(x) este primitiva funcţiei у  = kf(x).

Acum se poate scrie:
jk f(x )dx  = k j f (x )dx  = kF(x) + C, 

unde C — număr arbitrar.

Problema 1. Găsiţi aspectul general al primitivelor funcţiei f(x) =
=  X2 + COS X.

x3
B e z o l v a r e  : Primitiva funcţiei у = x2 este funcţia у = — . Primitiva 

funcţiei у = cos x este funcţia у = sin x.
3

XFolosindu-ne de teorema 10.1 obţinem, că funcţia у = —  + sinx este
' *  3

x3primitiva funcţiei f, date în condiţie. Atunci scrierea —  + sinx + C este
3

aspectul general al funcţiei f. -ц
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P r o b le m a  2. Pentru funcţia f(x) = 5sin x găsiţi primitiva F, care 
satisface condiţia F(0) = 0.

R ezo lv a re :  Primitiva funcţiei у = sin x este funcţia у = -cos x. Fo
losind teorema 10.2, obţinem, că funcţia у = -5  cos x este primitiva 
funcţiei у = 5 sin x, date în condiţie. Atunci, există aşa un număr C, că 
F(x) = —5 cos x + C. Găsim numărul C  din condiţia F ( 0) = 0. Avem: 
-5  cos 0 + C  = 0. De unde C  = 5.

R ăspuns :  F(x) = -5  cos x + 5. ◄
P r o b le m a  3. Viteza mişcării unui punct material pe axa de coor

donate variază în conformitate cu legea v(t) = 312 + 4t. Găsiţi legea 
mişcării у = s(t), dacă s(0) = 3 m (deplasarea se măsoară în metri, tim
pul — în secunde).

R e z o l v a r e : Funcţia у = s(t) este primitiva funcţiei у = v(t) pe inter
valul [0;+oo). Atunci se poate scrie:

s(t) = t3 +212 + C,
unde C  — număr arbitrar. Găsim numărul C  din condiţia s(0) = 3. Avem: 

t :i + 2t2 + C = 3, de aici C  = 3.
Deci, legea mişcării căutată se dă prin formula 

s(t) = t3 +2t2 +3. ◄

1. Cum de găsit primitiva funcţiei у = f(x) +g'{x)7
2. Cum de găsit primitiva funcţiei у = kf(x), unde k -  un număr oarecare?

£к / EXERCIŢII

10.1.° Găsiţi aspectul general al primitivelor funcţiei:

1) /(.r) = 4-2 .r;

2) f(x) = 3.r2 -  x + 5:

3) f(x) = 5 sin x + cos x\

4) f(x) = 5G -  2 • 3J:

5) f (x )  = ---- x3 pe intervalul (-oo; 0);
x

6) /(x )  = -^L + x 3 pe intervalul (0; +oo);
УІХ
1 37) /(x )  = —  + —  pe intervalul (-oo; 0);

x x

8) /(x )  = -Jx -  pe intervalul (0; +oo).

10.2.° Găsiţi aspectul general al primitivelor funcţiei:

1) f{x) = x + 3: 2) fix) = x2 + 4x -  1; 3) f (x)  = —ex + 2X ln2;
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g
4) f ix)  = — ------3sinx pe intervalul

COS X

5) f ix)  = 5 i [x ----pe intervalul (0; +°o);
x

9 8
6) f ix)  = —— + —  pe intervalul (-oo; 0).

x x
10.3. " Pentru funcţia f  pe intervalul I  găsiţi primitiva F  care satisface 

condiţia dată:
1) f(x) = 1 -  2x, I  = ( - 0°; +°°), F (3) = 2;
2) fix) = 3x2 -  4x, I  = (-oo; +oo), F( 1) = 4;

3) f (x)  = 4 - - ^ ,  I  = (0; +oo),

4) f(x) = (2 -  3x)2, I  = (-oo; +00), F( 1) = 0.
10.4. " Pentru funcţia f  pe intervalul I  găsiţi primitiva F  graficul căreia 

trece prin punctul dat:
1) /(x) = 3 -  6x, I  = (-oo; +oo), A ( - l ;  0):
2) fix) = 4x3 -  6x2 + 1 ,4  = (-oo; + 00), в  ( 1: 5):

3) f (x)  = 2 x — ]=, I  = (0; +oo), C(4: 10):
Vx

4) fix) = 2 sin x, I  = (-oo; +oo), 0

10.5. " Pentru funcţia fix) = 4x3 + 4x găsiţi primitiva F  unul din zerourile 
căreia este egal cu - 1. Găsiţi restul zerourilor a acestei primitive.

10.6. " Pentru funcţia fix) = x2 — 12 găsiţi primitiva F  unul din zerourile 
căreia este egal cu 3.

10.7. ’ ’ Funcţiile l'\ şi F, sunt primitivele funcţiei fix) = 5x4 -  Зх2 -  2 pe 
intervalul (-oo; +oo). Graficul lunci iei trece prin punctul A (1; 2), 
iar al funcţiei F, — prin punctul /!((): 5). Graficul căreia dintre funcţi
ile Fj sau F,, este situat mai sus?

10.8. ’ ’ Funcţiile F  şi F, sunt primitivele funcţiei fix) = (2x— l )2 pe in
tervalul (-oo; +oo). Graficul funcţiei F  trece prin punctul A (2; 6), iar 
al funcţiei F, — prin punctul В (—1; 1). Graficul căreia dintre funcţii F  
sau F,, este situat mai sus?

10.9. ’ ’ Viteza punctului material care se deplasează de-a lungul axei de 
coordonate variază în conformitate cu legea r(f) = f2 + 2f -  3. Scrieţi 
formula dependenţei coordonatelor ei de timp, dacă în momentul 
iniţial t = 0 punctul se afla în originea de coordonate (viteza mişcării 
se măsoară în metri pe secundă).

71 71

2 ’  2
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10.10. "  Corpul se deplasează de-a lungul axei de coordonate cu o viteză, 
care în orice moment t se determină după formula v (f) = 6f2 + 1. Găsiţi 
formula care exprimă dependenţa coordonatei punctului de timp, dacă 
în momentul / = 3 corpul se găsea la distanţa de lOm de la originea de 
coordonate (viteza mişcării se măsoară în metri pe secundă).

10.11. "  Pentru funcţia f(x) = -2x  + 5 găsiţi aşa o primitivă, ca graficul ei 
să aibă doar un singur punct comun cu dreapta у = 2.

10.12. "  Pentru funcţia f(x) = x + 1 găsiţi aşa o primitivă, ca graficul ei 
să aibă doar un singur punct comun cu dreapta у = -4.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

10.13. Rezolvaţi ecuaţia: 
1) cos2x -  cos 2x = sin x; 3) (sin x -  cos x)2 = 1 + sin x.

2) cos21 — + x  I -  cos2 (2jt -  x) = — ;

10.14. Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei:
j.

1) f (x)  = (5 -  2x)3 + logs(x2 + 2,5x);

2) /(x )  = \І4-х2 + log0 4 (1 -  x).

11. Aria trapezului curbiliniu.
Integrala determinată

Analizăm funcţia /, care este continuă pe intervalul [o: b] şi primeş
te valori nenegative. Figura, limitată de graficul funcţiei /  şi dreptele 
у = 0. x = <7 şi x = b se numeşte trapez curbiliniu.

în figura 11 . lsunt prezentate exemple de trapeze curbilinii.

Fig. 11.1
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Să cercetăm teorema, care dă posibilitatea de a calcula aria trapezu
lui curbiliniu.

T eorem a 11.1. Aria S a trapezului curbiliniu limitat de gra
ficul funcţiei у  = f(x) şi dreptele у  = 0, x = a şi x = b (a < b), se poa
te calcula după formula

S = F(b)~ F(a),
unde F -  oricare primitivă a funcţiei f  pe intervalul [a; b].

Problema 1. Găsiţi aria S a figurii mărginită de graficul funcţiei

f(x) = sin x şi dreptele у = 0, x = ^ şi x = ~-

R e z o lv a r e :  în figura 11.2 este reprezentat trapezul curbiliniu, 
aria cărui trebuie de-o găsit.

71 71Una din primitivele funcţiei /(x ) = sin x pe intervalul
3 2

este

/ 71 1 „ (  711 71 71 1
\ - F  - = -cos — + cos — = —

\ 2 ) 2 3 2

R ăspuns :  —. M 
2

Problema 2. Găsiţi aria S a figurii limitate de graficul funcţiei 
f(x) = 4x -  x1 şi dreapta у = 0.

R e z o l v a r e : Graficul funcţiei/intersectează dreapta у = 0 în punc
tele .fj = 0 şi x, = 4 (fig. 11.3). Atunci figura aria cărei trebuie de-o găsit 
este trapezul curbiliniu, limitat de graficul funcţiei /ş i  de dreptele у = 0, 
x = 0, x = 4.

Una din primitivele funcţiei /  pe intervalul [0; 4] este funcţia
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Atunci

S = F (4 )-F (0 ) = 2 -42

32
R ăspuns :  — . ◄ 

3

32 
3 '

D efiniţ ie .  Fie F-primitiva funcţiei fpe intervalul I, nume
rele a şi b, unde a<b, aparţin intervalului I. Diferenţa F(b) -  F(a) 
se numeşte in te g r a la  d e te r m in a tă  a funcţiei fpe intervalul 
[a; b].

b

Integrala definită a funcţiei/pe intervalul [o; b] se notează J/(x )dx

(se citeşte «integrala de la a până la b fe de ix de ix»). Deci,

j f(x)dx = F(b)-F(a),
a

( 1)

unde F — primitivă arbitrară a funcţiei/pe intervalul [o; b].
De exemplu, funcţia F{x) = x 3 este primitiva funcţiei /(x )  = 3x2 pe 

intervalul ( —oo; + oo ). Atunci pentru numere arbitrare a şi b. unde a <b  
se poate scrie:

b

jă x 2dx = F(b ) -F (a )  = b3 -  a3.

Menţionăm, că valoarea diferenţei F(b) -  F (o) nu depinde de aceea 
care primitivă a funcţiei /  am ales. Intr-adevăr, fiecare primitivă G a 
funcţiei f  pe intervalul I  se poate scrie în forma G(x) = F(x) + C, unde 
C — număr arbitrar. Atunci

G(b) -G ( a )  = (F(b ) + C) -  (F(a) + C) = F(b) -F(a) .
Egalitatea ( 1) se numeşte formula lui Newton-Leibniz.

b

Deci, pentru calcularea integralei determinate J  f  (x)dx după formu-
a

la lui Newton-Leibniz trebuie:
1) de găsit orice primitivă F a funcţiei/pe intervalul [o; b\:
2) de calculat valoarea primitivei F in  punctele x = b şi x = a:
3) de găsit diferenţa F(b) -F(a) .

în timpul calculării integralelor determinate, diferenţa F(b) -  F(a)

se notează F(x)|
b

a
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Folosind o astfel de însemnare, să calculăm, de exemplu, Jcosxdx.
o

Avem:
n
6 n л
Г  7 If t  . 71 . 1cos xdx = smxr = sin—  sinO = —.
J Io a  o

Problema 3. Calculaţi J (x 4 + x1 2-2)dx.

R e z o l v a r e : Avem:
2

1
j* (x4 + x2 — 2)dx = I ——v ——  2x

5 3

2B 23 4 5

5 3
1B l3

=  —  + ------------- 2 - 2 - —  + ---------------2-1  = 6— ,

5 3 15

R ăspuns :  6— . ◄ 
15

Formula lui Newton-Leibniz permite să stabilim legătura între in
tegrala determinată şi aria S a trapezului curbiliniu, limitat de graficul 
funcţiei у = f(x) şi dreptele у = 0, x = a şi x = b (a < b).

Folosind teorema 11.1 se poate scrie:
î>

S = J/(x )d x

Această formulă exprimă sensul geometric al integralei determi
nate.

1. Care figură se numeşte trapez curbiliniu?
2. După ce formulă se calculează aria trapezului curbiliniu?
3. Ce se numeşte integrală determinată?
4. Scrieţi formula lui Newton-Leibniz.
5. în ce constă sensul geometric al integralei determinate?
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EXERCIŢII

11.1.° Găsiţi aria trapezului curbiliniu, prezentat în figura 11.4.

Fig. 11.4
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11.2.° Găsiţi aria trapezului curbiliniu, prezentat în figura 11.5.

Fig. 11.5

11.3.° Calculaţi integrala determinată:
П7

1) jx d x ;
5

3
4) Jsin xdx;

0

e8 ,
7)

'  *
8

2) J  dx ;
3 5) J ;

c o s  X

10 Л
8) J X

0
3) | x2 dx;

-3

100 r r ax6 )  I v C
3

9) jV c
-2
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11.4.° Calculaţi integrala determinată:
n

-2  2

1) 1 2dx; 3) Jcosxdx;
-4  O

2) j x 3dx; 4)

5) fe*dx;
O
r dx

6) J — .

11.5. ’ Găsiţi aria trapezului curbiliniu, limitat :
1) de parabola у = x1 + 1 şi dreptele у = 0, x = 0, x = 2;

71 71
2) de cosinusoida у = cos x şi dreptele у = 0, x = , x = —;

3) de graficul funcţiei у = - x 3 şi dreptele у = 0, x = -2;

4) de parabola у = 3 -  2x -  x2 şi dreptele у = 0, x = -2 , x = 0:

5) de hiperbola у = —  şi dreptele у = 0, x = —, x = 2;
2x 4

6) de parabola у = 2 x - x 2 şi axa absciselor.
11.6. ’ Găsiţi aria trapezului curbiliniu, limitat 

de liniile:
1) у = x2 -  1, у = 0, x = 2:
2) у = -x 2 -  4x, у = 0, x = -3 , х = -1;

3) у = у = 0, х = -4 , х = -2.
х

11.7. ’ Demonstraţi, că trapezele curbilinii prezen
tate în figura 11.6 sunt egale.

11.8. ’ Calculaţi integrala determinată:

1) | (2x + 4)dx;
-4
6

2) J(3x2 - x )dx ;

4) I(4x3 -  4x + 3)dx;
і
і

5) | (x -  3)2 dx;

3) f(4sinx + 2cosx)dx; 6) f( — -x ld x .
0 Iі x ’

11.9.’ Calculaţi integrala determinată:
1 і

1) J ( l -5 x 4)dx; 3) J(2x-l)2dx;

2) | —  + 2x -  3x2 dx; 4) ii\\4x
2 1H— —dx.
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11.10. Găsiţi aria trapezului curbiliniu, limitat de liniile:
1) У = -г-2, у = 4:
2) у = 2х2, у = 2х;
3) у = ех, у=  1, х = 2:

4
4) у = - ,  у = 1, ж = 1:X

4
5) у = —, у = 4, х = 4;X

6) у = х2 -  4.т + 5, у = 5:

8) у = х2 + 2, у = х + 4;
9) у = х2 + 2х + 1, у = х + 3:

10) у = -х 2 + 2х, у = х2:

11) у = х'3, у = х2;

12) у = є1', у = е, х = 0:

7
13) у = —, х + у = 8:X

7) у = 2 + х -  х2, у = 2 -  х; 14) у = sin х, у = cos х, х = 0, х = —.
4

11.11.”  Găsiţi aria trapezului curbiliniu, limitat:
1) de graficul funcţiei у = x3 şi dreptele у = 8, x = 1;
2) de parabola у = O.ox2 şi dreapta у = -x:
3) de parabola у = 4 -  x2 şi dreapta у = 3:
4) de parabola у = 6 + x -  x2 şi dreapta у = 6 -  2x:
5) de parabolele у = x2 -  4x + 4 şi у = 4 -  x2;

з
6) de hiperbola у = — şi dreptele у = 3, x = 3:

x
7) de graficul funcţiei у = e x şi dreptele у = e, x = 0:

5
8) de hiperbola у = — şi dreapta x + y = 6.

x

11.12.”  Pentru ce valori a lui o se îndeplineşte inecuaţia:
r r 191) f(4 -2 x )d x  < 3, unde a >0; 2) Г 0,2 Xd x > ----- , unde a > logn „ 6?
n , « In 0,2 “o log026 ’

11.13.”  Pentru ce valori ale lui o, mai mari decât —, se îndeplineşte

inegalitatea |f +1 \dx > 1,5?

11.14. * Pentru ce valori ale lui a aria figurii, limitată de liniile у = x2,
у = 0, x = o, este egală cu 9?

11.15. * Pentru ce valori ale lui a aria figurii, limitate de liniile у = 2x3, 
у = 0, x = o, este egală cu 8?



«Cu intelectul el a depăşit specia umană» 65

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

11.16. Calculaţi valoarea expresiei:

1 )  ( 4 -0 .2 5  _  2 0,B ) ( 4 -0.2B + ( 2 ^ ) i З К Ь / б - ?  .

2)
(V2 -л /з)2 + 2у[&

11.17. Găsiţi suma soluţiilor întregi ale inecuaţiei лг — 3x < 4.

«CU INTELECTUL EL A DEPĂŞIT SPECIA UMANĂ» ■

Aceste cuvinte măreţe sunt scrise de urmaşi despre remarcabilul 
savant englez fizicianul şi matematicianul Isaac Newton. în istoria 
ştiinţei, alături I. Newton se află o altă figură gigantă, a savantului 
german Gottfried Wilhelm Leibniz, care a lăsat în urmă sa o urmă ne
pieritoare în filozofie, matematică, drept, logică, diplomaţie, istorie, 
politologie. Printre marea moştenire ştiinţifică a acestor geniali savanţi, 
un loc aparte, aparţine realizării legate de crearea calculului diferenţi
al şi integral — ştiinţei despre derivate şi primitive.

Isaac Newton
(1643-1727)

Gottfried Wilhelm 
Leibniz

(1646-1716)
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Merită de subliniat faptul, că Newton şi Leibniz şi-au creat proprii
le teorii în acel timp în care noţiunile şi termenii obişnuiţi pentru noi 
nu existau sau nu aveau conţinut exact. Încercaţi să vă imaginaţi un 
manual de matematică care nu are termenii «mulţime», «funcţie», «nu
măr real» etc. Mai mult decât atât, multe denumiri moderne comode 
atunci nu au obţinut o aplicare general acceptată. Unele din ele, lui 
Newton şi Leibniz, a trebuit să le inventeze, să le generalizeze şi să le 
adapteze la necesităţi. De exemplu, Leibniz a început să noteze operaţia 
înmulţire cu un punct (înainte se foloseau simbolurile: dl, x, *, M etc): 
operaţia de împărţire -  cu două puncte (înainte des se folosea litera D); 
Newton a extins notaţia pentru putere o" pentru cazul valorilor întregi 
şi fracţionate ale lui n, iar notaţia Vx a generalizat-o până la \[x. Ter
menul «funcţie» şi simbolul integralei « j"» sunt întâlnite pentru prima 
dată în lucrările lui Leibniz.

în general, istoria dezvoltării matematicii poate fi împărţită în două 
perioade: înainte şi după apariţia derivatei şi integralei. Descoperirile 
lui Newton şi Leibniz au permis savanţilor să rezolve rapid şi uşor pro
blemele care au fost considerate complet inaccesibile.
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ÎNSĂRCINAREA NR. 2 „CONTROLEAZĂ-TE” ÎN FORMĂ TEST
1. Care din funcţiile date este primitiva funcţiei f(x) = x4?

5 5

A) F(x) = 4.r3; B) F(x)  = — ; C) F(x) = x5; D) F(x)  = — .
5 4

2. în care dintre următoarele cazuri, funcţia F  este primitiva funcţiei /?
A) Kx) = sin x, F(x) = cos x; C) f(x) = x, F(x) = 1;
B) f(x) = 2X, F(x) = 2X In 2; D) f(x) = cos x, F(x) = sin x.

4
3. Arătaţi aspectul general al primitivei funcţiei /(x )  = —  pe intervalul

(0; +oo). x
1 î 9 0  9

А ) - — ; В ) - — + C; C) + C; D) + C.
x  x  x  3x

4. Care din funcţiile date este primitiva funcţiei /(x )  = — pe intervalul
x

(-oo; -1]?
A) F(x) = -1  -  In x; C) F(x) = 1 -  In (-x);
B) F(x) = In x + 1; D) F(x) = In (-x) -  1.

5. Arătaţi aspectul general al primitivei funcţiei f(x) = ex -  4x3 pe inter
valul (-oo; +oo).

A) ex + C; В) ex -  12x2 + C; C) —  -  x 4 + C; D) ex -  x4 + C,
x  +1

6. Funcţia F este primitiva funcţiei f(x) = x — 3. Prin care din următoarele 
puncte trece graficul funcţiei F, dacă F (2) = 5?
A) (0; 8); B) (-2; 17); C) (1; 5,5); D) (4; 4).

7. Care din funcţiile date este primitiva funcţiei f(x) = Iх?

A) F(x) = f - ;
In 7

C) F(x) = Iх;
rrX + 1

B) F(x) = 7J1 n 7; D) F(x) = -----
3

Calculaţi integrala J  x2dx.
x +1

A) 27; B) 9;
r dx

Calculaţi integrala —v-
і x

C) 6; D) 3.

A) 0,2; B) 0,8;
n

C) -0,2; D) -0,8.

2

1. Calculaţi integrala j" sinxc/x.
%
2

A) 0; В) 1; C) 2; D) -1.
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11. Calculaţi aria figurii vopsite care este 
prezentată în figură.

= ;:2 H-1

A) 5 і

B )  î ;

C) 1:

D) 2.

12. Calculaţi integrala j  (/(x ) + 1 )dx, dacă J  f (x)dx = 2.
- і  - i

A) 3; B) 5; C) 7; D) 9.
13. în figură este prezentat graficul func

ţiei у = f(x). Găsiţi valoarea expresiei
0 4

| f ' {x)dx - 1 f'{x)dx.
- 6  o

A) 0; C) 1;
B) 2; D) nu este posibil de găsit.

14. Calculaţi aria figurii vopsite care 
este prezentată în figură.

A) C) A

B )? D) 1.

15. Găsiţi aria trapezului curbiliniu, limitat de liniile у = 6x —x2, у = 0,
x = 1, x = 3.

A) 12—; В) 14—; C) 1 4 -; D) 15-,
3 3 3 3

16. Valoarea căreia dintre integralele prezentate este egală cu aria figurii 
vopsite, prezentată în figură?

17. Calculaţi aria figurii, limitată de liniile у = x2, у = 2 — x.
A) 3,5; ’ B) 4; C) 4,5; D) 5.

18. Pentru ce valoare a lui o, dreaptă x = a împarte figura limitată de

graficul funcţiei у = —  şi dreptele у = 0, x = 2, x = 8, în două figuri
x

egale?
A) 4; B) 5; C) 10; D) aşa valoare nu există.
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PRINCIPALUL IN PARAGRAFUL 2

Primitiva
Funcţia F  se numeşte funcţie primitivă (sau pe scurt primitiva) a 
funcţiei f  pe intervalul /. dacă pentru toţi x e l  se îndeplineşte ega
litatea F'(x) = f(x).

Proprietatea fundamentală a primitivei
Dacă funcţia F  este primitiva funcţiei f  pe intervalul I  ş iC  — număr 
arbitrar, atunci funcţia у = F(x) + C de asemenea este primitiva 
funcţiei /  pe intervalul I.
Orice primitivă a funcţiei f  pe intervalul I  se poate da în forma 
у = F(x) + C, unde C — un număr oarecare.

Integrala nedefinită
Totalitatea tuturor primitivelor funcţiei у = f(x) pe intervalul I  se 
numeşte integrală nedefinită a ei şi se scrie J  f  (x)dx.

Regulile de găsire a primitivei
Dacă funcţiile F  şi G sunt primitivele funcţiilor f  şi g  pe intervalul I, 
atunci pe acest interval funcţia у = F  (x) + G (x) este primitiva func
ţiei у = f (x)  + g  (,v).
Dacă funcţia F  este primitiva funcţiei f  pe intervalul I ş ik  — un număr 
oarecare, atunci pe acest interval funcţia y = kF(x) este primitiva 
funcţiei у = kf(x).

Aria trapezului curbiliniu
Aria S a trapezului curbiliniu, limitat de graficul funcţiei у = f(x) şi 
dreptele у = 0, x = a şi x = b (a < b) se poate calcula după formula 
S = F(b) — F(a), unde F  — oricare primitivă a funcţiei f  pe intervalul 
[o; b].

Integrala determinată
Fie funcţia F  — primitiva funcţiei f  pe intervalul I, numerele a şi b. 
unde a <b,  aparţin intervalului I. Diferenţa F(b) — F(a) se numeşte 
integrala determinată a funcţiei f  pe intervalul [o; b] şi se notează

a

Formida Newton-Leibniz
b

| f (x)dx = F(b)~ F (a), unde F  o primitivă arbitrară a funcţiei f  pe
a

intervalul [o; 6].



ELEMENTE DE 
COMBINATORICĂ,
A TEORIEI
PROBABILITĂŢII SI DE 
STATISTICĂ ’ 
MATEMATICĂ

în acest paragraf veţi învăţa metode combinatorice, de calcul a cantităţii diferitor 
mulţimi, formate după anumite reguli; cu determinarea clasică a probabilităţii 
unui eveniment întâmplător; veţi începe a învăţa statistica matematică - ştiinţa 
despre culegerea datelor şi a prelucrării, şi analizei lor.

12. Regulile combinatorice pentru sumă 
şi produs

în câte moduri elevii din clasa voastră pot sta unul după altul în rând 
la bufet? în câte moduri se poate de ales în clasa voastră şeful clasei şi 
adjunctul lui? în câte moduri pot fi distribuite medaliile de aur, argint 
şi bronz la campionatul mondial de fotbal?

Răspunzând la aceste întrebări, trebuie de calculat câte combinaţii 
diferite, formate după anumite reguli, se pot face din elementele unei 
mulţimi finite de date. Capitolul de matematică, care studiază metode
le de rezolvare a astfel de probleme, se numeşte combinatorică.

La baza rezolvării majorităţii problemelor combinatorice sunt două 
reguli: regula sumei şi regula produsului.

Să analizăm aşa un exemplu. Pe un turist l-au interesat 5 trasee 
turistice din regiunea Herson şi 7 trasee turistice din Carpaţi. Să aflăm 
în câte moduri îşi poate organiza el vacanţa sa, având timp doar pentru 
un singur traseu.

Deoarece de tot sunt 5 + 7 = 12 trasee diferite, atunci unul dintre ele 
poate fi ales în 12 moduri.

Deci, pentru calculul numărului total de trasee, am adunat numărul 
de trasee din regiunea Herson şi numărul de trasee din Carpaţi. Aceas
tă metodă este numită regula combinatorică a sumei.

Revenim la exemplul cu alegerea traseului. Dacă turistul dispune de 
timp pentru două trasee şi doreşte să meargă mai întâi în regiunea 
Herson şi apoi în Carpaţi, îşi poate organiza vacanţa în 35 moduri. De 
fapt, dacă de ales un traseu prin regiunea Herson, atunci perechea lui 
poate fi oricare din cele 7 trasee carp al і ce. Deoarece trasee din regiunea 
Herson sunt 5, atunci numărul de perechi (trasee din regiunea Herson; 
trasee din Carpaţi) este egal cu7 + 7 + 7 + 7 + 7, adică este egal cu pro-
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dusul 7 • 5 = 35. Această metodă este numită regula combinatorică a 
produsului.

Aceste consideraţii ilustrează următorul tabel.

Trasee din Carpaţi
1 2 3 4 5 6 7

Tr
as

ee
 p

ri
n 

H
er

so
n

( i ; 1) (1:2) (1:3) (1:4) (1:5) (1:6) (1:7)
(2; 1) (2; 2) (2; 3) (2; 4) (2; 5) (2:6) (2; 7)
(3; 1) (3; 2) (3; 3) (3; 4) (3; 5) (3; 6) (3; 7)
(4; 1) (4; 2) (4; 3) (4; 4) (4; 5) (4; 6) (4; 7)
(5; 1) (5; 2) (5; 3) (5; 4) (5; 5) (5; 6) (5; 7)

Problema 1. 1. Câte numere din trei cifre pot fi alcătuite din 
cifrele 1, 2, 3 astfel încât în fiecare număr toate cifrele să fie diferite?

R e z o lv a r e  : Prima cifră în acest număr din trei cifre poate fi orica
re cifră din 1, 2 sau 3. Avem 3 variante.

Deoarece toate cifrele în acest număr din trei cifre trebuie să fie di
ferite, atunci indiferent care ar fi prima cifră, a două cifră a numărului 
poate fi orice cifră dintre cele două rămase. Deci, pentru fiecare dintre 
cele trei variante de alegere a primei cifre există 2 variante pentru a 
doua cifră. Folosind regula produsului, avem că primele două cifre ale 
numărului din trei cifre pot fi alese în 3 • 2 = 6 moduri.

Deoarece toate cifrele din numărul de trei cifre trebuie să fie diferite, 
atunci este clar că primele două cifre ale numărului determină în mod 
univoc ultima a treia cifră. De aceea din cifrele 1, 2, 3 pot fi alcătuite 
3 • 2 • 1 = 6 numere de trei cifre, astfel încât în fiecare număr toate cifre
le să fie diferite.

R ăspuns :  6. ◄
în timpul rezolvării problemei 1, a trebuit să calculăm produsul 

3 • 2 • 1. în problemele de combinatorică produsul numerelor consecuti
ve naturale de la 1 până la n se întâlnesc atât de des încât a primit 
denumirea specială «factorial» şi se notează

n\ = 1 • 2 • 3 •... • n
(scrierea «7!!» se citeşte «ne factorial»).

De exemplu, 3! = 1 2 3 = 6, 5! = 1 2 3 4 5  = 120.

Problema 2. Pentru a proteja informaţiile din calculator se folo
seşte parola -  o succesiune de litere latine cu lungimea de la 3 până la 
5 simboluri (parola poate conţine mai multe litere identice). Câte paro
le diferite se pot crea folosind 26 de litere latine?
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R e z o l v a r e : Cercetăm numărul de parole diferite din trei simboluri. 
Primul simbol poate fi ales oricare literă. Deci, avem 26 de variante. 
Folosind regula produsului, avem, că există 263 parole diferite din trei 
simboluri.

Raţionând analogic, se poate de stabilit, că numărul de parole din 
patru simboluri este egal cu 264, iar parole cu cinci simboluri — 265.

Astfel, folosind regula sumei, obţinem, că numărul total de parole 
alcătuieşte 263 + 264 + 26B.

R ăspuns :  263 + 264 + 26B. ◄

1. Daţi exemple de probleme, rezolvarea cărora studiază combinatorica.
2. Ce se numeşte factorialul numărului? Cum el se notează?

EXERCIŢII

12.1. ° Din oraşul A la oraşul В sunt 4 căi, iar din oraşul В la oraşul C 
trec 3 căi (fig. 12.1). în câte modalităţi se poate ajunge din oraşul A 
în oraşul C ?

12.2. ° Spre vârful muntelui sunt deschise 5 
itinerare. în câte moduri alpinistul poate 
urca şi coborî de pe munte? Răspundeţi la 
această întrebare cu condiţia că urcarea 
şi coborârea are loc pe marşrute diferite.

12.3. ° în cafenea se oferă un meniu din 3 
mâncăruri de felul întâi, 6 — de felul doi şi 
5 -  de felul trei. Câte modalităţi sunt pentru a alege masa de prânz 
din trei feluri de mâncăruri (câte o mâncare de fiecare fel)?

12.4. ° Câte numere din cinci cifre se pot alcătui din cifrele 1, 2, 3, 4, 5 
astfel, încât în fiecare număr toate cifrele să fie diferite?

12.5. ° Câte numere din patru cifre se pot scrie cu ajutorul cifrelor 1, 2,
3, 4, 5, 6?

12.6. ° Câte numere din trei cifre există, toate cifrele cărora să fie impare?
12.7. ’ Să cercetăm silabele din două litere, prima din care este consoană, 

iar a două -  vocală. Câte astfel de silabe diferite se pot alcătui din 
literele cuvântului:
1) sabie: 2) pantaloni?

Fig. 12.1.
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12.8. ’ în coş sunt 10 mere şi 7 pere. Anton alege măr sau pară. După 
aceasta Maxim alege măr şi pară. în ce caz Maxim are mai multe 
posibilităţi pentru alegere: când Anton 
a luat măr sau când Anton a lut pară?

12.9. ’ în figura 12.2 este arătată schema 
drumurilor, care duc de la oraşul A la 
oraşul B. în câte moduri se poate ajunge 
din oraşul A în oraşul B?

12.10. ’în cafenea se oferă un meniu din 3 
salate diferite, 6 diferite feluri de mâncare 
din carne şi 5 deserturi diferite. Câte mo
duri există pentru a alege masa de prânz 
din două feluri diferite de mâncare?

12.11. ’ Câte numere din cinci cifre, toate cifrele în care să fie diferite, se 
poate de alcătuit din cifrele 1, 2, 3, 4, 5 dacă aceste numere ar trebui 
să înceapă:
1) cu cifra 1; 2) cu scrierea «34»?

12.12. ’ Câte numere din patru cifre se poate de scris cu ajutorul cifrelor
0, 1, 2, 3, 4, 5?

12.13. ’ Câte numere din trei cifre există, toate cifrele cărora să fie pare?
12.14. ’ Câte numere de telefon din şapte cifre există, care nu încep cu 

numărul 0?
12.15. ’ Moneda se aruncă de 4 ori. Câte diferite succesiuni de stemă şi 

de cifre pot fi obţinute?
12.16. ’ Zarul este aruncat de 3 ori. Câte succesiuni diferite de puncte 

pot fi obţinute?
12.17. ’ Câte numere pare din trei cifre se poate de scris cu ajutorul 

cifrelor 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?
12.18. ’ Câte numere impare din trei cifre se poate de scris cu ajutorul 

cifrelor 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6?
12.19. ’ Câte numere din cinci cifre, toate cifrele cărora trebuie să fie 

deferite, se poate de alcătuit din numerele 0, 1, 2, 3, 4?
12.20. ’ Câte numere pare din cinci cifre, se poate de alcătuit din cifrele

1, 2, 3, 4, 5 astfel, încât în fiecare număr cifrele să fie diferite?
12.21. ’ ’ Câte numere din cinci cifre există, care se împart la 5 fără rest?
12.22. ’’ Câte numere din şapte cifre există, care se împart la 25 fără rest?

Fig. 12.2.
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12.23. * Magazinul de cărţi are 4 ediţii diferite ale poemului« Eneida», 3 
ediţii diferite ale piesei «Natalka Poltavka» şi 2 ediţii diferite ale piesei 
« Moskalul vrăjitor». Afară de asta, există 5 cărţi diferite care conţin 
poemul «Eneida» şi piesa «Natalka Poltavka», şi 6 cărţi diferite, care 
conţin piesele «Natalka Poltavka» şi « Moskalul vrăjitor ». în câte 
moduri se poate face o cumpărătură care să conţină câte un exemplar 
din fiecare aceste creaţii?

12.24. * Câte numere din şapte cifre există, toate cifrele cărora au aceeaşi 
paritate?

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

12.25. Rezolvaţi ecuaţiile:
1)  7 2 Д х + і  =  х - 1 ;  4 )  2*Jx -  2 = Ц х -  2 + 1 5 ;

2) 2x + л/Зх -  2 = 3; 5) л/ЗхТТ -  \lx - 1  = 2;
3) Vx3 + 8 + i lx s + 8 = 6; 6) у /2х  +1 + yfx =  5.

1 2 . 2 6 .  Găsiţi cea mai mare valoare întreagă a inecuaţiei
x + 3 (V 3 -x ) -1 3 < 0 .

13. Permutări. Aranjamente. Combinări
Anişoara, Olga şi Ion au intrat în bufetul şcolii. în câte moduri pot 

ei să se repartizeze la coadă? Este clar, că există 6 variante.
Anişoara, Olga, Ion Olga, Ion, Anişoara Ion, Anişoara, Olga
Anişoara, Ion, Olga Olga, Anişoara, Ion Ion, Olga, Anişoara
încă un exemplu.
Orarul zilnic conţine 7 lecţii. în câte modalităţi se poate alcătui ora

rul zilnic astfel, încât toate cele 7 lecţii să fie diferite? Cu alte cuvinte, 
câte permutări există din 7 lecţii?

Aşa probleme se numesc probleme la găsirea numărului de permu
tări. Numărul de permutări din n elemente se notează cu simbolul P 
Pentru oricare n natural este adevărată formula

Deci, trei copii se pot alinia la coadă în 3! = 6 moduri, iar numărul 
de orare din 7 lecţii este de 7! = 5040.
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Problema 1. în câte moduri pot să se alinieze 5 maşini intr-o 
coloană?

R e z o l v a r e :  în problema dată trebuie de calculat numărul de 
permutări din 5 elemente. Folosind formula (1), avem: P6 = 5! = 120. 

R ăspuns :  120. ◄
Să cercetăm încă câteva probleme tipice din combinatorică.
Problema 2. Conform regulilor FIFA1 în partea finală a campio

natului mondial de fotbal participă 32 de echipe. în câte moduri, pot fi 
distribuite medaliile de aur, argint şi bronz (trei locuri premiante) între 
echipe?

R ezo lv a re :  Primul loc poate ocupa oricare dintre cele 32 de echipe, 
locul al doilea - oricare dintre cele 31 de echipe rămase, iar al treilea -  
oricare dintre celelalte 30 de echipe rămase. După regula produsului, 
numărul de variante posibile de repartizare a locurilor este egal cu 
32 • 31 • 30 = 29760.

R ăspuns :  29 760. ◄
Rezolvând această problemă, noi am aflat, câte moduri există pentru 

a repartiza 3 echipe pe piedestalul de premiere alegându-le din 32 de 
participanţi. Se spune, că am găsit numărul de aranjamente de 32 de 
elemente luate câte 3 elemente.

Numărul tuturor aranjamentelor posibile de n elemente luate câte 
k elemente se notează cu simbolul A kn , folosind prima literă a cuvântu
lui franţuzesc arranjament — repartizare, aranjare.

Rezultatul obţinut în problema despre distribuirea locurilor premi
ante, permite să facem concluzia, că A%2 = 32•31•30 = 29 760.

în general, pentru oricare n şi k naturale astfel încât k < n. adevă
rată este formula

A * = n(n -  l)(n  -  2) •... • (n -  k + 1) (2)

Prin definiţie, este primit, că 0! = 1. Această convenţie, permite de 
scris formula (2) mai compact:

K
ll\

(ii -  h)\

Să cercetăm următoarele două probleme. în câte moduri clasa, în 
care sunt 30 de elevi şi eleve, se poate alege şeful clasei şi adjunctul lui? 
Prin câte moduri în această clasă pot fi numiţi doi elevi de serviciu?

1 Federaţia Internaţională a Asociaţiilor de Fotbal
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Răspunsul la prima întrebare este cunoscut: acesta-i Л<0. Pentru a 
răspunde la a doua întrebare, trebuie de stabilit numărul de modalităţi 
pentru a forma din 30 de elemente o mulţime de 2 elemente. în acest 
caz, se spune că este necesar să se găsească numărul de com binări de 
30 de elemente luate câte 2 elemente.

Numărul tuturor combinaţiilor posibile de n elemente luate câte k 
elementele se notează cu simbolul C*, folosind prima literă a cuvântu
lui francez combinasion — combinaţie.

Deci, problema despre aflarea numărului de moduri în care se poate 
numi elevii de serviciu se formulează astfel: cu ce este egal C't0 ?

Se poate de demonstrat, că are loc formula

nl
(zi -  fe)!fe!

(3)

P r o b l e m a  3. Pe o circumferinţă sunt notate 8 puncte. Câte tri
unghiuri există cu vârfurile în aceste puncte?

R e z o l v a r e .  Numărul căutat de triunghiuri este egal cu numărul 
de combinaţii de 8 elemente luate câte 3 elemente. Folosind formula (3), 
obţinem:

Cl
8 !

5! 3!
= 56.

R ăspuns :  56 de triunghiuri. ◄

1. După care formulă se poate de calculat numărul de permutări de n elemente?
2. După care formulă se poate de calculat numărul de aranjamente de n ele

mente luate câte k elemente?
3. După care formulă se poate de calculat numărul de combinaţii de n elemen

te luate câte k elemente?

EXERCIŢII

13.1. ° în câte moduri se pot aranja pe raft 7 cărţi diferite?
13.2. ° în scoală sunt 20 de clase şi 20 de conducători de clasă. în câte 

moduri se poate repartiza conducerea claselor între profesori?
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13.3. ° în câte moduri se pot aşeza 5 persoane în automobil, dacă fiecare 
dintre ei poate conduce automobilul?

13.4. ° într-o echipă de fotbal, care este compusă din 11 jucători, trebuie de 
ales căpitan şi adjunctul lui. în câte moduri se poate face acest lucru?

13.5. ° O comisie compusă din 15 persoane, trebuie să aleagă preşedinte, 
adjunctul lui şi secretar. în câte moduri se poate face aceasta?

13.6. ° în clasa a 9-а se studiază 12 obiecte. Orarul zilnic conţine 6 lecţii, 
în câte moduri se poate alcătui orarul zilnic astfel, încât toate cele 
6 lecţii să fie diferite?

13.7. ° în partea finală a Campionatului European de Fotbal participă 
16 echipe. Prin câte metode pot fi distribuite medaliile de aur, argint 
şi bronz?

13.8. ° în clasă învaţă 32 de elevi şi eleve. Fiecare doi dintre ei au făcut 
schimb de fotografii unul cu altul. Câte fotografii în total au fost date?

13.9. ° în clasa cu studii aprofundate a matematicii sunt 29 de elevi şi 
eleve. în câte moduri se poate de format o echipă din 5 persoane pentru 
a participa la olimpiada de matematică?

13.10. ° Este dat poligonul regulat cu n laturi. Câte patrulatere există 
cu vârfurile, care se află printre vârfurile poligonului dat cu n laturi

13.11. ° Pe plan sunt marcate 10 puncte astfel, că oricare trei din ele nu se 
află pe o dreaptă. Câte triunghiuri există cu vârfurile în aceste puncte?

13.12. ’ Câte numere diferite de şase cifre pot fi formate din cifrele 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7 astfel, încât cifrele să nu se repete, iar cifrele extreme să 
fie pare?

13.13. ’ Printre 20 de muncitori sunt 7 zugravi. în câte moduri se poate de 
alcătuit o echipă din 5 lucrători astfel, încât să includă exact 2 zugravi?

13.14. " Pentru loteria şcolară, au fost pregătite 100 de bilete, dintre 
care 12 sunt câştigătoare. Primul elev alege la întâmplare 10 bilete. 
Câte variante de alegere există, până când el va alege exact 3 bilete 
câştigătoare?

13.15. ’ ’ Pe o dreaptă sunt notate 12 puncte, iar pe dreapta paralelă 
ei — 7 puncte. Câte triunghiuri există cu vârfurile în aceste puncte?

13.16. ’ ’ Dreapta şi circumferinţa nu au puncte comune. Pe circumfe
rinţă sunt notate 9 puncte roşii, iar pe dreaptă -  15 puncte albastre. 
Se ştie că nici o dreaptă care trece prin două puncte roşii nu conţine 
puncte albastre. Câte triunghiuri există cu vârfurile în aceste puncte?
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EXERCIŢII PENTRU REPETARE

13.17. Pantalonii sunt mai scumpi decât o cămaşă cu 30% şi mai ieftini 
decât un veston cu 22%. Cu câte procente o cămaşă este mai ieftină 
decât un veston?

13.18. Calculaţi valoarea expresiei:
^  g lo g s 7 _|_ ^_glog7 лДз .

2) loge1 4 4 -lo g e4;

18
^  5і0̂ 52’
4) log27 • log74.

14. Determinarea clasică a probabilităţii 
unui eveniment aleatoriu

Pentru a găsi probabilitatea unor evenimente, nu trebuie obligatoriu 
să se efectueze experienţe sau observaţii. Este destul de experienţa de 
viaţă şi de bunul simţ.

Problema 1. Fie, că intr-o cutie sunt 15 bile de biliard, numero
tate de la 1 până la 15. Care este probabilitatea evenimentului, că bila 
aleasă va avea număr multiplu la 3?

R ezo lv a re :  Este clar că în acest test sunt 15 rezultate egal posibile. 
Dintre acestea, sunt 5 care ne satisfac: atunci când sunt extrase bilele 
cu numerele 3, 6, 9, 12, 15. De aceea este natural să presupunem că 
probabilitatea unui eveniment «a scoate bila cu numărul care este mul-

5 1tiplu lui 3» este egală cu —  = - .
15 3

R ăspuns :  —. ◄
3

Rezolvarea multor probleme de probabilitate poate fi descrisă cu o 
astfel de schemă.
• Fie în timpul experienţei se poate obţine unul din n rezultate egal 

posibile.
• Se cercetează un eveniment oarecare A, care este provocat de m re

zultate. Le vom numi prielnice (favorabile).
• Probabilitatea P (. I) a evenimentului .4 se poate calcula după formula

O astfel de schemă se numeşte determinarea clasică a probabi
lităţii unui eveniment aleatoriu.
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Problema 2. Câştigătorii etapei şcolare a concursului de talente 
au devenit Marina, Svetlana, Andrei şi Dumitru. La concursul regional 
de talente trebuie de trimis doi elevi învingători. S-a hotărât de ales 
echipa prin tragere la sorţi. Care este probabilitatea evenimentului că 
un băiat şi o fată vor reprezenta şcoala la concursul raional?

R ezo lv a re :  în timpul tragerii la sorţi, trebuie de ales o pereche, 
care va merge la concurs, din următoarele 6 rezultate egal posibile:

1) Marina şi Svetlana: 4) Svetlana şi Andrei:
2) Marina şi Andrei: 5) Svetlana şi Dumitru:
3) Marina şi Dumitru: 6) Andrei şi Dumitru.
Printre aceste perechi există 4 perechi, care constau dint-un băiat şi 

o fată. Deci, probabilitatea evenimentului «va reprezenta şcoala băiat

şi fată» este egală cu -  =
6 3

R ăspuns :  —. M 
3

Să analizăm încă un exemplu.
Fie că intr-o cutie se află 9 bile verzi. Care este probabilitatea faptu

lui că bila aleasă va fi de culoare verde? culoare galbenă?
După condiţiile date orice bilă aleasă va fi de culoare verde.
Evenimentul, care în conformitate cu această mulţime de condiţii 

sigur va ave loc în orice experienţă, se numeşte sigur (verosimil).
Probabilitatea acestui eveniment se consideră egală cu 1. Cu alte 

cuvinte, dacă A — este un eveniment sigur, atunci P(A) = 1.
Deci, probabilitatea că bila aleasă va fi de culoare verde este egală 

cu 1.
Deoarece în cutie nu sunt bile de culoare galbenă, de aceea de ales o 

bilă de culoare galbenă este imposibil.
Evenimentul, care conform complexului de condiţii nu se poate pe

trece nici într-o experienţă, se numeşte imposibil.
Probabilitatea acestui eveniment este egală cu 0. Cu alte cuvinte, 

dacă A — eveniment imposibil, atunci /J(. l) = 0.
Pentru a calcula probabilitatea evenimentului aleatoriu, noi trebuia 

să calculăm numărul de rezultate egal posibile în experienţa dată şi 
numărul de rezultate favorabile.

Adesea, aceste calcule sunt legate cu determinarea numărului de 
diferite combinaţii, care conform unei reguli anumite pot fi compuse din 
elementele mulţimii finite date, de aceea aplicarea regulilor combina- 
torice este o metodă eficientă pentru rezolvarea multor probleme din 
teoria probabilităţii.
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P r o b le m a  3. Pe o tarabă comercială se află 28 de mere - 15 gal
bene şi 13 roşii. Cumpărătorul a cumpărat 3 mere, pe care vânzătorul 
le-a ales aleatoriu. Care este probabilitatea că toate merele cumpărate 
sunt galbene?

R ezo lv a re :  Din 28 de mere vânzătorul poate alege 3 mere prin C23g 
metode. Să calculăm, câte dintre aceste procedee sunt astfel, că toate 
trei mere sunt galbene. Din 15 mere galbene vânzătorul poate alege 3 
mere prin Cf6 procedee.

Deci, probabilitatea evenimentului aleatoriu A — de ales trei mere
C3galbene este egală P(A) =

nl 5Folosind formula C* = -------:---- , se poate calcula P(A) = — .
{ n  -  k ) l k l 36

R ăspuns :  — . ◄
36

?
Ce formulă se foloseşte pentru determinarea clasică a probabilităţii unui eveni
ment aleatoriu?

EXERCIŢII

14.1.° Probabilitatea de a cumpăra un aparat electric defectat este de 
0,007. Este corect că în orice lot de 1000 de aparate electrice există 
7 defectate?

14.2. ° Probabilitatea de a numeri în ţintă este de 75%. Ar putea oare să 
fie astfel, că intr-o serie din 100 de împuşcături, vor fi 98 de nimeriri 
în ţintă?

14.3. ° în sertar sunt 8 creioane albastre şi 12 roşii. Care este probabili
tatea de a lua la întâmplare din sertar un:
1) pix; 2) creion?

14.4. °Din cifrele 2, 4, 6, 8 se formează un număr de trei cifre. Care este 
probabilitatea că acest număr se va împărţi fără rest:
1) la 5: 2) la 2?
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14.5. ° Care este probabilitatea ca prin schimbarea literelor în cuvântul 
«matematică» să obţinem cuvântul «literatură»?

14.6. ° Din mulţimea {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} se alege la întâmplare un 
număr. Care este probabilitatea, că acest număr:
1) este egal cu 2; 4) este multiplul lui 4;
2) este egal cu 5: 5) nu se împarte la 3 fără rest:
3) este impar: 6) este multiplul lui 11?

14.7. ° Care este probabilitatea faptului, că chemând un elev din clasa 
voastră la tablă, profesorul v-a chema un băiat?

14.8. ° Care este probabilitatea aceea, ca numărul din două cifre ales 
aleatoriu să fie multiplul lui 11?

14.9. " în cutie au fost 17 fişe, numerotate de la 1 până la 17. Din cutie 
aleatoriu s-a luat o fişă. Care este probabilitatea că pe ea va fi scris 
numărul:
1) 12: 3) multiplu la 3: 5) cu două cifre:
2) par: 4) nu-i multiplul lui 5; 6) prim?

14.10. " Pe 15 fişe sunt scrise numerele naturale de la 1 până la 15. Care 
este probabilitatea evenimentului, că numărul scris pe fişa aleatoriu 
aleasă, va fi:
1) impar: 3) nu se împarte fără rest nici la 2, nici la 3?
2) compus:

14.11. "în cutie se află bile: a albastre, b galbene şi c roşii. Care este 
probabilitatea, că bila aleasă la întâmplare va fi:
1) galbenă: 3) nu roşie?
2) albastră:

14.12. " în sacul lui Moş Crăciun sunt n ursuleţi de pluş, m bomboane şi 
k mandarine. Care este probabilitatea, că cadoul ales aleatoriu va fi:
1) ursuleţ: 3) nu bomboană?
2) comestibil:

14.13. "  Pe raft sunt 12 caiete, din care 5 sunt în pătrăţele. Care este 
probabilitatea că 2 caiete alese aleatoriu vor fi în pătrăţele?

14.14. "  în colecţia lui Andrei sunt 40 de monede din diferite ţări, dintre 
care 6 ucrainene. Andrei a luat aleatoriu 3 monede. Care este proba
bilitatea ca toate aceste monede vor fi ucrainene?

14.15. "  în cutie sunt 12 bile galbene şi 15 albastre. Care este 
probabilitatea faptului, că din cele opt bile alese la întâmplare, cinci 
vor fi galbene?
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14.16. ’ ’ Pentru loterie au fost pregătite 1000 de bilete, dintre care 15 
câştigătoare. Care este probabilitatea, că din trei bilete alese la în
tâmplare, toate vor fi câştigătoare?

14.17. ’ ’ în sertar sunt creioane şi pixuri. Se ştie, că creioane sunt cu 
12 bucăţi mai puţine decât pixuri. Câte creioane sunt în sertar, dacă 
probabilitatea, că obiectul ales la întâmplare este:

1) pix, este egală egal cu 5
8 ’

2) creion, este egală cu — ?

14.18.’ ’ Setul de cadouri conţine 12 baloane verzi şi câteva baloane roşii. 
Câte baloane roşii sunt în set, dacă probabilitatea că balonul, ales 
aleatoriu, este:

1) verde, este egală cu 3
7 ’

2) roşu, este egală cu - ?
5

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

14.19. Un turist parcurge calea din punclul .1 în punctul В timp de 3 ore, 
iar ce-1 de-al doilea turist din punctul В în punctul A — timp de 6 ore. 
Peste câte ore ei se vor întâlni, dacă vor porni în acelaşi timp unul 
la întâmpinarea altuia din punctele A şi B?

14.20. Efectuaţi calcule şi înregistraţi rezultatul în formă standard:

1) (2,6 IO3) (4,5 10 8); 2) 3,6 10
12 IO 4

15. Elemente de statistică matematică
Cu ce tiraj ar trebui de tipărit un manual de matematică pentru 

clasa 11?
Merită oare ca un anumit politician să-şi înainteze candidatura sa 

pentru alegerile ordinare ale primarului?
Câte kilograme de peşte şi producte maritime consumă în mediu pe 

an un locuitor al Ucrainei?
Este oare profitabil să închiriezi un stadion pentru un concert al 

artistului dat?
La acestea şi multe alte întrebări ajută de găsit răspunsul statistica.
D efin iţ ie .  S t a t i s t i c a  (de la lat. status - stare) este ştiinţa 

despre primirea, prelucrarea şi analiza datelor cantitative, care 
caracterizează fenomenele de masă.
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Cercetarea statistică constă din câteva etape:

Să ne oprim la fiecare etapă separat.
Colectarea datelor
Voi ştiţi, că obiceiurile dăunătoare, alimentarea incorectă, modul de 

viaţă sedentar provoacă boli cardiovasculare. Doctorii au ajuns la aceas
tă concluzie, examinând, desigur, nu toţi oamenii de pe planetă.

Este clar că cercetarea a fost selectivă, dar cu caracter de masă.
în statistică, totalitatea obiectelor, pe baza cărora se efectuează 

cercetările, se numeşte selecţie.
în acest exemplu, selecţia s-a compus din mai multe milioane de 

oameni.
Trebuie de remarcat faptul că concluzia statistică, bazată numai pe 

cantitatea elementelor selecţiei, nu este întotdeauna adevărată. De 
exemplu, dacă noi cercetând popularitatea artistului, ne vom limita cu 
sondajul oamenilor, care au venit la concertul lui, atunci rezultatele 
obţinute nu vor fi obiective, pentru că ei au venit la concert anume de 
aceea, că acest artist le place. Statisticienii spun că selecţia ar trebui să 
fie reprezentativă (de la fr. representatif - reprezentativ).

Astfel, medicii, studiind factorii de risc pentru bolile cardiovasculare, 
au examinat persoanele de vârste diferite, ocupaţii, naţionalităţi etc.

Deci, colectarea datelor ar trebui să se bazeze pe selecţia în masă şi 
reprezentativă, Uneori selecţia poate coincide cu mulţimea tuturor obiec
telor pentru care se desfăşoară cercetările. Un exemplu al unei astfel de 
cercetări este efectuarea evaluării externe independente la limba ucrai
neană.
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Mijloacele de prezentare a datelor
Informaţia colectată (totalitatea datelor) este comod de-o prezentat 

în formă de tabele, grafice, diagrame.
Să analizăm câteva exemple.

Exemplul 1. «Eurovisionul» - concurs internaţional de cântece de 
muzică uşoară. în tabel sunt reprezentate rezultatele evaluării inter
preţilor ucraineni la concursul de «Eurovision» în perioada anilor 
2003-2018.

Anul Interpretul Locul Numărul total de 
puncte primite

2003 Alexandru Ponomariov 14 30
2004 Ruslana 1 280
2005 "Greenjolly" 19 30
2006 Tina Karol 7 145
2007 Verka Serduchka 2 235
2008 Ani Lorak 2 230
2009 Svetlana Loboda 12 76
2010 Aliosha 10 108
2011 Mika Newton 4 159
2012 Gaitana 15 65
2013 Zlata Ogniewicz 3 214
2014 Maria Yaremchuk 6 113
2015 N  u a u p a r t i c i p a t

2016 Jamala 1 534
2017 O. Torvald 24 36
2018 Melovin 17 130

П р и к л а д  2. în figura 15.1 sunt datele generalizate despre 
densitatea lemnului (raportul dintre masa lemnului la volumul lui) 
pentru unele specii de copaci.

П р и к л а д  3. în figural5.2 este prezentat graficul schimbării nu
mărului de abonaţi la legătura telefonică prin cablu din lume în perioa
da anilor 1997-2016.

П р и к л а д  4. în diagrama circulată (fig. 15.3) este reprezentată 
repartizarea populaţiei lumii după părţile ei (a lumii).
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D e n s i t a t e a  l e m n u lu i  (in  g/cm 3)

Fig. 15.1

Fig. 15.2

Fig. 15.3
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Mulţimea tuturor rezultatelor posibile ale unei anumite experienţe 
în statistică s-a convenit de-o numit totalitate generală. Corelaţia 
dintre totalitatea generală şi selecţie este ilustrată în figura 15.4.

Totalitatea generală

Una dintre principalele sarcini ale statisticii constă în aceea ca pe 
baza analizei datelor din selecţie de făcut concluzie despre toată totali
tatea generală. Analizând datele colectate se evidenţiază unul sau mai 
mulţi indici generali, care caracterizează cele mai importante particu
larităţi ale totalităţii generale. De exemplu, dacă selecţia este alcătuită 
din date numerice, atunci diferenţa dintre valorile cea mai mare şi cea 
mai mică ale datelor selecţiei se numeşte amplitudinea selecţiei. Pa
rametri importanţi ai selecţiei sunt, de asemenea, valoarea medie, 
mediana şi moda.

Fie, că selecţia este formată din datele numerice xx, x2, x n.
Valoare medie a acestei selecţiei se numeşte numărul

_  X-, +  x2 + ... + X
x  = --------------------

n
De exemplu, în tabel sunt date rezultatele evaluării cunoştinţelor 

elevilor ucraineni la olimpiadele matematice internaţionale pe parcursul 
anilor 2009-2018 (echipa de participanţi la olimpiadele matematice 
internaţionale este formată nu mai mult de 6 persoane).

Anul 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
Numărul 
de medalii 6 6 6 5 5 6 6 6 5 6

Pentru selecţia dată valoarea medie este egală:
_ 6 + 6 + 6 + 5 + 5 + 6 + 6 + 6 + 5 + 6 57 „ „x = ------------------------------------------= —  = 5,7.

10 10
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Deoarece, pe an pot fi câştigate nu mai mult de 6 medalii, valoarea 
medie de 5,7 indică faptul că echipa Ucrainei evaluează cu succes la 
acest forum de prestigiu.

Să atragem atenţia la faptul, că valoarea mediei a selecţiei se deter
mină numai în cazul, în care datele colectate sunt numere.

Să analizăm o selecţie, care constă din astfel de date care pot fi com
parate una cu alta. Dacă cantitatea de date este impară şi ele sunt scrise 
în ordine crescătoare, atunci m ediana acestei selecţii este numită acea 
din care este plasată în mijlocul listei.

De exemplu, în multe universităţi din Ucraina a fost introdusă eva
luarea cunoştinţelor studenţilor nu după o scală numerică, ci după 
scara literelor: А, В, C, D, E, F (A  este cea mai mare, F este cea mai mică 
notă). Fie, că în timpul sondajului a 9 studenţi, cu privire la rezultatul 
examenului final s-a primit următoarea selecţie (consecutivitatea note
lor):

F, F, D, D, C, C, C, В, A
Vedem că în mijlocul listei este litera C. Deci, mediana selecţiei date 

este nota C.
Dacă selecţia constă din număr par de date, de exemplu:

Xj < x2 < xs < x4 < xB < xe,
atunci mediana selecţiei date se numeşte oricare dintre datele x3 sau x4, 
adică oricare dintre cele două date aflate în mijlocul acestei enumerări.

De exemplu, dacă la cele 9 note date mai sus a studenţilor de adăugat 
mai o notă F, atunci obţinem aşa o secvenţă:

F, F, F, D, D, C, C, C, B, A.
Se vede, că în mijlocul listei sunt literele D şi C. Deci, mediana se

lecţiei date sunt notele I) şi C.
Atrageţi atenţia la faptul, că în exemplele aduse aflarea medianei 

selecţiei datele cercetate nu sunt numere.
Dacă datele studiate sunt numere, în cazul cantităţii pare de date 

mediană a selecţiei se permite de asemenea de considerat media arit
metică a două numere situate în mijlocul acestei liste ordonate. De 
exemplu, dacă de analizat o selecţie din patru date numerice:

1, 2, 3, 7,2 + з ) ) ) )
atunci numărul =2,5 se poate considera mediană a acestei selecţii.

Să cercetăm o altă caracteristică a selecţiei. M odă a selecţiei date 
sunt numite acele date care apar în enumerare cel mai des. Dacă astfel 
de date sunt câteva, fiecare din ele este moda selecţiei date. De exemplu,
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clacă selecţia este alcătuită din şase numere: 1, 2, 2, 3, 3, 3, atunci nu
mărul 3 este moda selecţiei date.

în tabel este prezentat numărul de medalii de fiecare fel, pe care 
elevii ucraineni le-au câştigat la olimpiadele internaţionale de matema
tică în perioada anilor 1993-2018.

Medalii de aur Medalii de argint Medalii de bronz Fără medalii
38 59 44 15

Numărul 59 arată, că elevii ucraineni cel mai des câştigau medalii 
de argint. Indicatorul «medalii de argint» este moda datelor expuse.

?
1. Ce se numeşte amplitudinea selecţiei?
2. Ce se numeşte valoarea medie a selecţiei?
3. Explicaţi, ce se numeşte mediana selecţiei.
4. Ce se numeşte moda selecţiei?

EXERCIŢII

15.1.° Scrieţi numele elevilor, care au fost interogaţi de profesor la lec
ţia trecută de matematică în timpul controlului temei de acasă. Ce 
este totalitatea generală şi selecţie din studiul statistic referitor la 
rezultatele executării temei de acasă.

15.2. ° Rezultatul lucrului al unui program de calculator, care modelează 
un studiu statistic este un număr oarecare întreg cuprins între —128 
şi 128. După 5 lansări consecutive, programul a afişat următoarele 
rezultate: 62, -15, 31, 103, -22. Ce este totalitatea generală în acest 
studiu statistic? Ce este selecţie? Găsiţi amplitudinea selecţiei.

15.3. ° Elevii au fost sondaţi referitor la obiectul lor preferat în scoală. 
Care indici statistici (amplitudinea, valoarea medie, mediana, moda) 
pot fi determinaţi pentru datele colectate?

15.4. ° La comanda întreprinderilor din industria uşoară sunt efectuate 
cercetări, rezultatele căror sunt mărimile hainelor în format interna
ţional (simbolurile: XS, S, M, L, XL, XXL, XXXL). Care pot fi indicii 
statistici (amplitudinea, valoarea medie, mediana, moda) determinaţi 
pentru datele colectate?
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15.5. ° Se dă selecţia: 5, 6, 6, 7, 8, 8, 9, 11, 12. Găsiţi amplitudinea, va
loarea medie, mediana şi moda selecţiei date.

15.6. ° Se dă selecţia: 2, 2, 3, 4, 4, 7, 7, 7, 9. Găsiţi amplitudinea, valoarea 
medie, mediana şi moda selecţiei date.

15.7. ° Printre elevii şi elevele din clasa 11 s-a efectuat un sondaj: cât 
timp în fiecare zi petrec ei la aer proaspăt. Rezultatele sondajului 
sunt prezentate sub forma unei diagrame reprezentată în figura 15.5. 
Găsiţi amplitudinea, valoarea medie, mediana şi moda selecţiei date.

8
7

3 6 
»  5 ţ) 4 

■e § 3
3 W 2 b. 1 '8 1 —  ----------  ------------  ------------ ------------ ------------ —

s
1

45 min 1 oră 1 oră 30 min 1 oră 45 min 2 ore 2 ore 30 min 
Timpul petrecut la aer proaspăt

Fig. 1 5 .5

15.8.’ Determinaţi valoarea medie şi mediana selecţiei 1, 3, 2, 4, 5, 2,
3, 4, 1, 6.

15.9.’ Folosind tabelul temperaturilor medii ale aerului în ianuarie în 
unele oraşe ale lumii, calculaţi amplitudinea, valoarea medie, medi
ana şi moda selecţiei date.

Oraşul Temperatu
ra, °С Oraşul Temperatu

ra, °С

Amsterdam 3 Moscova -10

Atena 8 Nairobi 27

Buenos Aires 23 New York 0

Hong Kong 24 Rio de Janeiro 30

Ierusalim 8 Roma 8

Kiev -6 Singapore 27

Montreal -11 Tokyo 3
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15.10.’ Folosind tabelul roadei seminţelor de floarea-soarelui în Ucraina, 
calculaţi amplitudinea, valoarea medie, mediana şi moda selecţiei 
date.

Anul Roada
q/ha Anul Roada

q/ha

2006 14 2012 17

2007 12 2013 22

2008 15 2014 19

2009 15 2015 22

2010 15 2016 22

2011 18 2017 20

15.11. ’ La campionatul Ucrainei de fotbal în anii 2017-2018 echipa 
«Şahtar» care a devenit campioană a Ucrainei, a jucat 32 de meciuri 
în care de două ori a marcat 5 goluri, de 3 ori - 4 goluri, de 9 ori - 3 
goluri, de 8 ori - 2 goluri, de 6 ori - un gol şi în 4 meciuri nu au marcat 
nici un gol. Calculaţi numărul mediu de goluri înscrise de «Şahtar» 
intr-un meci.

15.12. ’ în timpul semestrului, o studentă a obţinut 45 de note dintre care 
7 de cinci, 22 de patru şi 16 de trei. Calculaţi media notelor studentei.

15.13. ’ ’ La evaluarea externă independentă a elevilor la matematică în 
anul 2018, s-a propus sarcina de testare: «Găsiţi domeniul de defini

ţie al funcţiei: у = ------ .
x - 2

A В c
(-oo ; 2) U (2; +°°) (_oo; —1) U (2; +°°) (-oo ; — 2) U (—2; +°°)

D E
(_oo; —1)u  (—1; 2)U(2; + °o) ( - o o ;  + o o )
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în diagrama (fig. 15.6) sunt prezentate 
datele despre numărul de elevi, care au 
rezolvat această problemă. Găsiţi moda 
răspunsurilor elevilor. Pentru răspun
sul corect a fost dat 1 punct, iar pentru 
răspunsul necorect — 0 puncte. Calcu
laţi valoarea medie şi mediana numă
rului de puncte care a fost obţinut de 
către participanţii la testare pentru 
această sarcină.

E
D 5%

В
31 %

15.14.’’ Compania de telefonie vrea să ştie Fj 6
despre numărul de apeluri telefonice y'
pe care omul le face pe parcursul zilei.
Datele pentru 100 de persoane sunt pre
zentate în diagramă (figura 15.7). Calculaţi amplitudinea, valoarea 
medie, mediana şi moda a acestei selecţii.

Numărul de apeluri 

Fig. 15.7
15.15.’’ în diagrama din figura 15.8 sunt prezentate datele despre 

numărul de cărţi pe care le-au citit în timp de o lună 50 de şcolari 
sondaţi. Calculaţi amplitudinea, valoarea medie, mediana şi moda a 
acestei selecţii.

Numărul de cărţi citite 

Fig. 15.8
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EXERCIŢII PENTRU REPETARE

15.16. Calculaţi valoarea expresiei:

1) ^(8-V7)6 +^/(2-V7)4;

2)
15.17. Cu ce este egală valoarea expresiei:

2

S27iog8V3z; 3) 25 |5 ;1) log27log8^/32;

— logfi 64 -  31ogfi 2
2) 363 ; 4)

12515

^9

15.18. Găsiţi valoarea expresiei cos

. 71şi — < a < л .
2

clacă cos a = -0 ,8
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ÎNSĂRCINAREA NR. 3 „CONTROLEAZĂ-TE” ÎN FORMĂ TEST

1. Câte numere de şase cifre care sunt multiplele lui 10 şi toate cifrele 
cărora sunt diferite, pot fi scrise folosind cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5?
A) 36; B) 60; C) 24; D) 120.

2. Câte numere pare de trei cifre pot fi scrise cu ajutorul cifrelor 0, 1,2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8?
A) 288; B) 405; C) 360; D) 720.

3. în secţia de atletica uşoară, se ocupă 30 de băieţi şi 10 fete. în câte 
moduri, se poate face o echipă din 7 persoane astfel, ca în ea să fie 
cinci băieţi şi două fete?
A l  Г5 C2 • Г 1  Г10 P2-'■'зо '■'10» W  '■'30 '■'в»
B) Cg0 + Cf0; D )C £ + C B2.

4. Sunt 6 flori diferite. în câte moduri se poate alcătui un buchet din 3 
flori sau din 5 flori?
A) Cg ■ Cg; c  ) Л 3 -ЛВ;
B) Cg + Cg; D) Л 3+Л В.

5. într-o cutie sunt 15 bile: 10 albastre şi 5 verzi. Care este probabilitatea 
faptului, că bila luată din cutie la întâmplare va fi galbenă?
A) 1; B) 0,5; C) 0; D ) - l .

6. în cutie sunt 10 bile albe şi 5 bile roşii. Care este cel mai mic număr
de bile ce ar trebui să fie luat la întâmplare din cutie, încât probabi
litatea că printre ele obligatoriu vor fi 2 bile albe, să fie egală cu 1? 
A) 5 bile; B) 6 bile; C) 7 bile; D) 10 bile.

7. Fie probabilit atea evenimentului A egală cu P(A). în ce caz evenimen
tul A se numeşte adevărat?
A) P  (A) = 0; C) P  (A) > 0,99;
B) P  (A) > 0; D) P  (A) = 1.

8. Probabilitatea de a cumpăra o pereche de cizme rebut a unei companii 
renumite este 0,023. Câte perechi de încălţăminte rebut se conţin 
garantat în lotul de 1000 de perechi de cizme ale acestei companii?
A) mai puţin de 23; C) exact 23;
B) mai mult de 23; D) este imposibil de răspuns.

9. Formând un număr de telefon, abonatul a uitat a doua cifră a numă
rului. Care este probabilitatea evenimentului că el v-a forma numărul 
corect din prima încercare?
A) 0,01; B) 0,1; C) 0,5; D) 1.C) 0,5;
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10. în clasă învaţă 18 fete şi 12 băieţi. Aleatoriu este aleasă o persoană 
pentru participarea la adunarea şcolară. Care este probabilitatea că 
se v-a alege băiat?
лч 2 1 3 2A) В) C) D)

3 2 5 5

11. Pe 20 de fişe sunt scrise numerele naturale de la 1 până la 20. Care
este probabilitatea ca numărul, scris pe fişa selectată aleatoriu, nu 
se împarte fără rest nici la 4, nici la 5?

A) - ;  В) - ;  C) — ; D) - .
2 5 20 5

12. Pe 5 fişe sunt scrise numerele naturale de la 1 până la 5. Care este 
probabilitatea că produsul numerelor scrise pe două fişe, luate alea
toriu, va fi egal cu un număr impar?
A) 0,2; B) 0,3; C) 0,5; D) 0,25.

13. Cu ce este egală mediana totalităţii datelor 2, 2, 3, 4, 5, 6, 13?
A) 5; B) 4; C) 3; D) 2.

14. Cu ce este egală mediana selecţiei 10, 16, 11, 12, 14, 15, 14, 15, 12, 
14, 10?
A) 13; B) 14; C) 12; D) 12,5.

15. După datele recensământului populaţiei din Ucraina din anul 2001 
structura de vârstă a populaţiei s-a caracterizat prin următoarele date:

Vârsta Numărul populaţie permanente, mii. persoane

0-9 4533,3

10-19 7308,1

20-29 6891,6

30-39 6621,2

40-49 7298,7

50-59 5245,3

60-69 5522,2

70-79 3740,0

80 şi mai mult 1060,8
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Care grupă de vârstă a determinat moda componenţei de vârstă a 
populaţiei din Ucraina în 2001?
A) 0—9; B) 10—19; C) 40—49; D) 80 şi mai mari.

16. Conform rezultatelor testării la matematică a 25 de elevi din clasa 
a unsprezecea s-a format tabelul distribuirii numărului de erori, 
comise de un elev:

Numărul de erori 0 1 2 3 4
Numărul de elevi 5 4 6 8 2

Găsiţi valoarea medie a selecţiei.
A) 2,5; B) 1,88; ’ C) 2; D) 1,92.

17. Conform condiţiei problemei 16 indicaţi moda selecţiei date.
A) 0; B) 8; C) 3; ’ D) 4.

18. La aruncarea monedei de 20 de ori la rând, a căzut stema. Care este 
probabilitatea că la următoarea aruncare iarăşi v-a cădea stema?

A) 0,5; B ) ^ - ;  C) ^ ; D) 0.
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PRINCIPALUL ÎN PARAGRAFUL 3
Permutări

Numărul de permutări de n elemente se notează cu simbolul P 
Pentru oricare n natural este adevărată formula P = n\.П

Aranjamente
Numărul tuturor aranjamentelor posibile de n elemente luate câte 
k elemente, se notează cu simbolul A*.
Pentru orice n şi k naturale astfel, că /,' < n, este adevărată formula

” (n-k)\
Combinaţii

Numărul tuturor combinaţiilor posibile de n elemente luate câte k 
elemente se notează cu simbolul C*.
Pentru orice n şi k natural astfel, că /,' < n, este adevărată formula

” ( n  -  k ) \ k \
Determinarea clasică a probabilităţii unui eveniment aleatoriu

Probabilitatea P  a evenimentului A se poate calcula după formulaТЇІ
P(A) = —, , unde n — numărul de rezultate egal posibile care pot fi 

n
obţinute în timpul experienţei, m — numărul de rezultate favorabile 
care determină evenimentul A.

Elemente ale statisticii matematice
Amplitudinea selecţiei, care constă din date numerice, se numeşte 
diferenţa dintre valorile cea mai mare şi cea mai mică ale datelor 
selecţiei.
Valoarea medie a selecţiei, care constă din datele numerice

_  X . +  X 9 +  . . .  +  XXj, x2, x n,, se numeşte numărul x = --------------------
n

Mediana selecţiei, ce constă dintr-un număr impar de date, se nu
meşte acea din date care este situată în mijlocul listei, când datele 
sunt scrise în ordine crescătoare.
Mediana selecţiei, ce constă dintr-un număr par de date, se conside
ră oricare dintre cele două date, situate în mijlocul listei, când date
le sunt scrise în ordine crescătoare, sau media lor aritmetică (dacă 
datele studiate sunt numere).
Modă selecţiei se numesc acelea date care se întâlnesc în enumerare 
cel mai des.



Capitolul 1i

Geometric*

§ 4. Poliedre ■ ■ ■ ■ ■ ■
§ 5. Corpuri de rotaţie
§ 6. Volumele corpurilor.

Aria STerei



POLIEDRE§4
în acest paragraf o să precizaţi şi extindeţi cunoştinţele despre polie
dre. O să obţineţi informaţii noi despre prismă, piramidă şi alte tipuri 
separate ale lor.

16. Prisma
în figura 16.1 sunt prezentate figurile spaţiale cunoscute vouă. 

Fiecare din aceste figuri are dimensiuni finite şi se alcătuieşte din su
prafaţă (graniţele figurii) şi a părţii de spaţiu mărginită de această 
suprafaţă.

Fig. 16.1

Poliedrul, bila, conul, cilindrul sunt considerate figuri, care se numesc 
corpuri geometrice sau pur şi simplu corpuri.

Nu orice figură în spaţiu este corp. De exemplu, dreapta, planul, 
unghiul diedru nu sunt corpuri. Aceste figuri sunt infinite. Definiţia 
strictă a corpului este în afara cursului cercetat.

D efin iţ ie .  Poliedru se numeşte corpul, suprafaţa căruia 
se alcătuieşte dintr-un număr finit de poligoane.

Cu astfel de elemente ale poliedrelor, ca feţe, muchii şi vârfuri, voi 
deja sunteţi cunoscuţi.

Două feţe ale poliedrului se numesc megieşe, dacă 
ele au o muchie comună. De exemplu, feţele А В C D 
şi AJ5J5A ale cubului ЛИСІ).' C, /1, (fig. 16.2) sunt 
vecine, deoarece muchia A 1B1 la ele este comună.

Admitem, că punctul M  este vârf al poliedrului. 
Unghiul cu vârful M  al feţei poliedrului se numeşte 
unghiul plan al poliedrului de la vârfid M. De 
exemplu, în figura 16.2 unghiul DAB este unghi plan 

Fig. 16.2 al cubului la vârful A.
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Fig. 16.3. Fig. 16.4
Unghiul diedru al poliedrului de la muchia AB se numeşte 

unghiul diedru cu muchia AB, feţele căruia conţin feţele megieşe ale 
poliedrului, pentru care muchia AB este comună (fig. 16.3).

Segmentul care uneşte două vârfuri, ce nu aparţin unei feţe, se nu
meşte diagonala poliedrului. De exemplu, segmentul DB1 este dia
gonala cubului ABCDA1B 1C1D 1 (fig. 16.2).

Poliedrele sunt convexe şi concave (neconvexe).
D efiniţ ie .  Poliedrul se numesc convex,  dacă el este am

plasat de aceiaşi parte a planului fiecărei feţe a lui.
Cubul şi tetraedrul sunt exemple de poliedre convexe. în figura 16.4. 

sunt prezentate poliedre ne convexe.
Toate feţele poliedrelor convexe sunt poligoane convexe.
Aria suprafeţei poliedrului se numeşte suma ariilor tuturor feţe

lor lui.
Să ne oprim mai detailat la tipul poliedrului deja cunoscut de voi — 

prisma.
D efin iţ ie .  Poliedrul, două feţe ale căruia sunt poligoane 

egale cu n laturi, care se află în plane paralele, iar restid n feţe 
sunt paralelograme, se numeşte prismă cu n laturi.

Vă amintim, că paralelogramele, despre care merge vorba în defini
ţie, se numesc feţe laterale ale prismei; poligoane egale cu n laturi sunt 
bazele prismei; laturile bazei sunt muchnle bazei prismei; muchiile, care 
nu aparţin bazelor, sunt muchiile laterale ale prismei (fig. 16.5).

Bază

Faţă
laterală

Fig. 16.5
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Deoarece feţele laterale megieşe ale prismei sunt paralelograme, ce 
au latura comună -  muchia laterală, atunci toate muchiile laterale ale 
prismei, sunt egale şi paralele.

înălţimea prismei este numită perpendiculara coborâtă dintr-un 
punct oarecare al planului unei baze pe planul altei baze (Fig. 16.6). 
Lungimea înălţimii prismei este egală cu distanţa dintre plane
le bazelor ei.

D e f in i ţ ie .  Prisma este numită d r e a p tă ,  dacă muchiile 
laterale ale ei sunt perpendiculare pe planul bazei.

De exemplu, paralelipipedul dreptunghic este un tip aparte de pris
mă dreaptă.

Fiecare muchie laterală a prismei drepte este înălţimea ei. Toate 
feţele laterale ale prismei drepte sunt dreptunghiuri.

Dacă prisma nu este dreaptă, atunci ea este numită oblică.
D e f i n i ţ i e .  Prisma este numită r e g u la t ă ,  dacă ea este 

dreaptă şi baza ei este un poligon regulat.
De exemplu, cubul este un tip separat de prismă patrulateră regu

lată.
în figura 16.7 sunt reprezentate prismele regulate triunghiulară şi 

hexagonală.

Fig. 16.7 Fig. 16.8

Să cercetăm o prismă convexă cu n laturi (n > 3). Secţiunea prismei 
cu un plan, care trece prin două muchii laterale, ce nu aparţin unei feţe, 
intersectează bazele prismei pe diagonale (fig. 16.8). Astfel de secţiune 
este numită secţiune diagonală a prismei.



16. Prisma 101

Secţiunea diagonală a oricărei prisme este un paralelogram, iar a 
prismei drepte — un dreptunghi.

Arie a suprafeţei laterale a prismei este numită suma ariilor 
tuturor feţelor laterale. Aria suprafeţei prismei (se mai numeşte: 
„aria suprafeţei totale a prismei”) este numită suma ariilor tuturor 
feţelor ei.

Evident, că se execută astfel de egalitate:

unde St este aria suprafeţei prismei, S{ -  aria suprafeţei laterale a pris
mei, S, . -  aria bazei prismei.7 baza A

T eorem a 16.1. Aria suprafeţei laterale a prismei drepte este 
egală cu produsul perimetrului bazei ei şi a muchiei laterale a 
prismeL

D e m o n s t r a ţ i e .  Fiecare faţă laterală a prismei drepte este un 
dreptunghi, o latură a căruia este muchia bazei, iar a doua — muchia 
laterală. Fie a , o ,.....a — lungimile muchiilor bazei prismei, b — lungi
mea muchiei laterale. Atunci ,S'_ = aj) + a0b + ... + a b  = (ал + o, +... + an)b. 
deoarece suma, scrisă în paranteze, este egală cu perimetrul bazei pris
mei, atunci teorema este demonstrată. ◄

Rezultatul teoremei 16.1 este comod să fie prezentat de formula cu 
aspectul: ________________

unde l\rv/ix este perimetrul bazei prismei drepte, b — lungimea muchiei 
laterale a prismei.

Fegătura dintre poliedrele, studiate în acest punct este ilustrată de 
schema, prezentată în figura 16.9.

Fig. 16.9
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1. Ce se numeşte poliedru?
2. Care feţe ale poliedrului se numesc megieşe?
3. Ce se numeşte unghi diedru al poliedrului?
4. Care poliedru se numeşte convex?
5. Ce se numeşte prismă?
6. Ce se numeşte înălţimea prismei?
7. Care prismă este numită dreaptă? oblică?
8. Care prismă este numită regulată?
9. Ce se numeşte secţiune diagonală a prismei?

10. Ce se numeşte arie a suprafeţei prismei? suprafeţei laterale a prismei?
11. Cu ce este egală aria suprafeţei laterale a prismei drepte?

EXERCIŢII

16.1. ° Care este cel mai mic număr de feţe pe care îl poate avea o prismă? 
Această prismă are câte: 1) vârfuri: 2) muchii: 3) muchii laterale?

16.2. ° Prisma are 12 feţe. Care poligon se află în baza ei?
16.3. ° In ce prismă muchiile laterale sunt paralele cu înălţimea ei?
16.4. ° Este oare corectă afirmaţia:

1) muchia laterală a prismei drepte este perpendiculară la oricare 
diagonală a bazei ei:

2) dacă toate muchiile prismei sunt egale, atunci ea este regulată:
3) dacă toate muchiile prismei drepte sunt egale, atunci ea este re

gulată?
16.5. ° Baza prismei drepte este un trapez isoscel, 

unul din unghiurile căruia este egal cu 110°
(fig. 16.10). Aflaţi unghiurile diedre ale prismei 
de la muchiile laterale.

16.6. ° Latura bazei, prismei regulate patrulatere 
este egală cu 3 cm, iar înălţimea — ЗлУб cm.
Aflaţi diagonala prismei.

16.7. ° Latura bazei prismei regulate triunghiu
lare este egală cu 5 cm, iar diagonala feţei laterale -  13 cm. Aflaţi 
înălţimea prismei.

16.8. ° Aflaţi aria suprafeţei laterale a prismei drepte, înălţimea căreia 
este egală cu 6 cm, iar baza este paralelogramul cu laturile 2 cm şi 
3 cm.
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16.9. ° Aflaţi latura bazei prismei heptagonale regulate, înălţimea căreia 
este egală cu 10 cm, iar aria suprafeţei laterale -  420 cm2.

16.10. ° Aflaţi aria suprafeţei totale a prismei patrulatere regulate, latura 
bazei căreia este egală cu o, iar înălţimea cu H.

16.11. ° Aflaţi aria suprafeţei totale a prismei triunghiulare regulate, 
latura bazei căreia este egală cu o, iar înălţimea cu H.

16.12. ° Unghiul dintre muchia laterală şi planul bazei prismei oblice 
este egal cu 30°, înălţimea prismei este egală cu 10 cm. Aflaţi muchia 
laterală a prismei.

16.13. " Punctele D  şi E sunt mijlocurile muchiilor AC  şi BC ale prismei 
regulate ABCA В C (fig. 16.11). Planul, care trece prin dreapta DE 
şi creează cu planul ABC unghiul de 30°, intersectează muchia CC 
în punctul F. Aflaţi aria secţiunii create a prismei, dacă latura bazei 
ei este egală cu 12 cm.

Fig. 16.11 Fig. 16.12

16.14. " Prin diagonala AC a bazei prismei regulate ABCDA B C D s-a 
dus un plan, care creează cu planul ABC un unghi de 45° şi intersec
tează muchia BB1 în punctulM(fig. 16.12). Aflaţi aria secţiunii create 
a prismei, dacă latura bazei ei este egală cu 8 cm.

16.15. " Latura bazei prismei regulate patrulatere este egală cu o, iar 
unghiul dintre diagonala prismei şi faţa laterală alcătuieşte 30°. Aflaţi:
1) înălţimea prismei:
2) unghiul dintre diagonala prismei şi planul bazei.

16.16. " Aflaţi diagonalele prismei regulate hexagonale, fiecare muchie 
a căreia este egală cu a.

16.17. " Baza prismei drepte este un romb cu latura a şi unghiul ascuţit 
a. Diagonala mare a prismei creează cu planul bazei unghiul p. Aflaţi 
înălţimea prismei.
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16.18. " Baza unei prisme drepte, diagonalele căreia sunt egale cu 10 cm 
şi 16 cmj este un romb. Găsiţi laturile bazei prismei, dacă înălţimea 
ei este egală cu 4 cm.

16.19. " Laturile bazei prismei triunghiulare drepte sunt egale cu 5 cm, 
12 cm şi 13 cm, iar aria suprafeţei totale — 270 cm2. Aflaţi înălţimea 
prismei.

16.20. " Aria suprafeţei laterale a prismei patrulatere regulate este egală 
cu 96 cm2, iar aria suprafeţei totale — 128 cm2. Aflaţi înălţimea prismei.

16.21. " Calculaţi aria suprafeţei laterale a prismei patrulatere regulate, 
diagonala căreia este egală cu 12 cm şi este înclinată la planul bazei 
sub unghiul de 30°.

16.22. " Diagonala prismei patrulatere regulate este egală cu 5 cm, iar 
diagonala feţei laterale -  4 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale a prismei.

16.23. "" Triunghiul dreptunghic ABC (ZAC В = 90°) este baza prismei 
drepte A B C A ^C j. Prin dreapta CCX s-a dus planul, care este per
pendicular la dreapta AB şi intersectează muchia AB în punctul I). 
Aflaţi aria secţiunii create a prismei, dacă AD = 18 cm, BD = 2 cm, iar 
înălţimea prismei este egală cu 8 cm.

16.24. "" Triunghiul dreptunghic ABC (ZACB = 90°) este baza prismei 
drepte ABCA В C , iar segmentul CM — mediana triunghiului .ABC. 
înălţimea prismei este egală cu ipotenuza bazei ei. Aflaţi aria sec
ţiunii prismei cu planul, care trece prin dreptele CC şi CM, dacă 
AC = 30 cm, BC = 40 cm.

16.25. ’ ’ Fiecare muchie a prismei regulate ABCA В C este egală cu a. 
Aflaţi:
1) aria secţiunii prismei, care trece prin punctele А, В şi C ;
2) unghiul dintre planul secţiunii date şi planul bazei al prismei.

16.26. "" Triunghiul dreptunghic ABC (ZACB = 90°) este baza prismei 
drepte ABCAjB jCj. Planul care trece prin dreapta AC, creează cu 
planul bazei unghiul p şi intersectează muchia BB1 în punctul D. 
Aflaţi aria secţiunii create, dacă ZBAC = a, BD = a.

16.27. "  Baza prismei drepte este un romb cu unghiul ascuţit a ,  diagonala 
mare a rombului este egală cu d. Prin diagonala mică a bazei de jos şi 
vârful unghiului ascuţit al bazei de sus s-a dus un plan, care creează 
cu planul bazei de jos a prismei unghiul p. Aflaţi:
1) înălţimea prismei:
2) aria secţiunii create a prismei.
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16.28. ’ ’ Baza prismei drepte ABCDA1B1C1D1 este trapezul isoscel ABCD, 
bazele căruia BC şi AD sunt egale corespunzător cu 11 cm şi 21 cm, 
iar latura laterală — 13 cm. Aria secţiunii diagonale a prismei este 
egală cu 180 cm2. Aflaţi aria suprafeţei laterale a prismei.

16.29. ’ ’ Diagonala feţei laterale a prismei hexagonale regulate este 
egală cu 10 cm, iar aria suprafeţei laterale -  288 cm2. Aflaţi latura 
bazei şi înălţimea prismei.

16.30. * înălţimea prismei patrulatere regulate este egală cu h. în fe
ţele laterale megieşe sunt duse două diagonale, care au extremitate 
comună. Aflaţi aria secţiunii, care trece prin diagonalele date, dacă 
unghiul dintre ele este egal cu a.

16.31. * înălţimea prismei patrulatere regulate este egală cu h. Unghiul 
dintre diagonalele a două feţe laterale, care au capăt comun, este egal 
cu a. Aflaţi aria secţiunii, care trece prin diagonalele date.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

16.32. Baza triunghiului isoscel obtuzunghic este egală cu 18 cm, iar 
raza circumferinţei circumscrise lui -  15 cm. Aflaţi latura laterală a 
triunghiului.

16.33. Diagonala mare a rombului este egală cu d, iar unghiul ascuţit 
al lui este egal cu a. Aflaţi:
1) latura rombului:
2) diagonala mică a rombului:
3) aria rombului:
4) raza circumferinţei, înscrise în romb.

17. Paralelipipedul
D efiniţ ie .  P ara le l ip ip ed  se numeşte prisma, bazele că

reia sunt paralelograme.
în figura 17.1 este prezentat paralelipipe-

dul ABCDAlBlClDy
Oricare faţa a paralelipipedului este para

lelogram.
Două feţe nemegieşe ale paralelipipedului 

se numesc feţe opuse ale paralelipipedu
lui. De exemplu, în figura 17.1 feţele A f ^ B  
şi DD^^C  sunt opuse. Fig. 17.1
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Deoarece AA, || DD1 şi A,B] || D]C, (fig. 17.1), atunci după criteriul 
de paralelism ale planelor AA, Bt || DD1C1. Raţionând analogic, se poate 
demonstra, că oricare două feţe opuse ale paralelipipedului se află în 
plane paralele.

Paralelipipedul este numit drept, dacă muchiile lui laterale sunt 
perpendiculare la planul bazei. La paralelipipedul drept toate feţele 
laterale sunt dreptunghiuri, iar bazele — paralelograme.

Paralelipipedul drept se numeşte dreptunghic, dacă bazele lui sunt

în figura 17.2 este prezentat paralelipipe
dul dreptunghic ABCDA1B1C1D1.

Toate feţele paralelipipedului dreptunghic 
sunt dreptunghiuri.

Prisma patrulateră regulată este un tip 
separat de paralelipiped dreptunghic.

Lungimile a trei muchh ale paralelipipedu
lui dreptunghic, care pornesc dintr-un vârf, se 
numesc dimensiuni ale paralelipipedului 
dreptunghic. în figura 17.2 lungimile mu

chiilor A B ,. 11) şi AA sunt dimensiunile paralelipipedului dreptunghic 
ABCDAlB £ lDy

Paralelipipedul dreptunghiular se numeşte cub, dacă toarte dimen
siunile lui sunt egale. Toate feţele cubului sunt pătrate.

Legătura între paralelipipede şi tipurile lor separate este ilustrată 
de schema, prezentată în figura 17.3.

dreptunghiuri.

7

в
D i

 ̂+ *

Сг

Fig. 17.2

Fig. 17.3
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T eorem a 17.1. Pătratul oricărei diagonale a paralelipipe
dului dreptunghiular este egal cu suma pătratelor dimensiunilor 
lui.

D em on s tr a ţ i e .  Să considerăm diagonala ACX a paralelipipedului 
dreptunghic ABCDA1B 1C1D1 (fig. 17.4).

Să demonstrăm, că ACf = AB2 + AD2 + A 4 f.
Deoarece triunghiul ABC este dreptun

ghic (ZABC = 90°), atunci se poate scrie:
AC2 = AB2 +BC2. Deoarece BC = AD, atunci 

AC2 = AB2 + AD2. (1)
Paralelipipedul dat este dreptunghic, de 

aceea CjC _L ABC. Deci, triunghiul АССХ 
este dreptunghic (ZACC1 = 90°). Atunci 
AC2 =AC2+CC2. Deoarece CC1 = A A 1, 
atunci AC2 = AC2 + AA2.

Ţinând cont de (1), se poate scrie:
AC2 = AB2 + AD2 + AA2.

Pentru restul diagonalelor demonstraţia este analogică. ◄

Din teorema 17.1 reiese, că diagonalele paralehpipedului dreptunghic 
sunt egale.

1. Ce se numeşte paralelipiped?
2. Care feţe ale paralelipipedului se numesc opuse?
3. Care paralelipiped se numeşte drept?
4. Care paralelipiped se numeşte dreptunghic?
5. Ce se numesc dimensiuni ale paralelipipedului dreptunghic?
6. Care paralelipiped drept se numeşte cub?
7. Formulaţi teorema despre pătratul diagonalei paralelipipedului dreptunghic.

EXERCIŢII

17.1. ° Se poate oare de considerat corectă astfel de definiţie a cubului: 
„Cub se numeşte prisma patrulateră regulată, înălţimea căruia este 
egală cu latura bazei”?

17.2. ° Demonstraţi, că în paralelipipedul drept planul secţiunii diagonale 
este perpendicular pe planul bazei.

A

Fig. 17.4
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17.3. ° Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 5 cm şi 
12 cm, iar diagonala paralelipipedului creează cu planul bazei unghiul 
de 60°. Aflaţi înălţimea paralelipipedului.

17.4. ° Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 7 cm 
şi 24 cm, iar înălţimea — 4 cm. Aflaţi aria secţiunii diagonale a para
lelipipedului.

17.5. ° Aflaţi diagonala paralelipipedului dreptunghic, dimensiunile 
căruia sunt egale cu 2 cm, 3 cm şi 6 cm.

17.6. ° Aflaţi dimensiunile paralelipipedului dreptunghic, dacă ele se 
raportă ca 1: 2 : 2, iar diagonala paralelipipedului este egală cu 6 cm.

17.7. ° Muchia cubului este egală cu a. Cu ce este egală diagonala cubului?
17.8. ° Aria suprafeţei cubului este egală cu 216 cm2. Aflaţi aria secţiunii 

diagonale a lui.
17.9. " Se dă paralelipipedul dreptunghic ABC- 

DA1B1C1D1 (fig. 17.5), AB = 5 cm, AD = 7 cm,
AAX = 12 cm. Aflaţi unghiul:
1) dintre dreapta DCt şi planul BCCr
2) dintre dreapta В D şi planul ABB

17.10. " Se dă paralelipipedul dreptunghic ABC- 
DA1B1C1D1 (fig. 17.5), AB = 5 cm, AD = 7 cm,
AAX = 12 cm. Aflaţi unghiul:
1) dintre dreapta DCt şi planul
2) dintre dreapta В D şi planul ABC.

17.11. " Din patru cuburi egale, muchia cărora este egală cu 1 cm, s-a 
alcătuit un paralelipiped dreptunghic. Cu ce este egală aria suprafeţei 
totale a acestui paralelipiped?

17.12. " Baza paralelipipedului drept este rombul cu unghiul ascuţit a şi 
diagonala mică cf. Diagonala mare a paralelipipedului face cu planul 
bazei unghiul p. Aflaţi aria suprafeţei laterale a paralelipipedului.

17.13. " Baza paralelipipedului drept este rombul cu latura de 6 cm şi 
unghiul de 60°. Diagonala mică a paralelipipedului este egală cu 
diagonala mare a bazei lui. Aflaţi aria suprafeţei laterale a parale
lipipedului.

17.14. "" Laturile bazei paralelipipedului drept sunt egale cu 2^2 cm şi 
4 cm, iar unul din unghiurile bazei este egal cu 45°. Diagonala mare 
a paralelipipedului este egală cu 7 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale 
a paralelipipedului.
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17.15. ’ ’ Laturile bazei paralelipipedului drept sunt egale cu 2 cm şi 
2V3 cm, iar unul din unghiurile bazei este egal cu 30°. Aria secţiunii 
diagonale a paralelipipedului, care trece prin diagonala mică a bazei, 
este egală cu 8 cm2. Aflaţi aria suprafeţei totale a paralelipipedului.

17.16. ’ ’ Demonstraţi, că dacă diagonalele paralelipipedului drept sunt 
egale, atunci acest paralelipiped este dreptunghic.

17.17. ’ ’ Baza ABCD a paralelipipedului ABCDA1B1C1D 1 este pătrat. 
Vârful.^ este egal depărtat de la toate vârfurile bazei AllCD. Aflaţi 
înălţimea paralelipipedului, dacă latura bazei este egală cu 8 cm, iar 
muchia laterală a paralelipipedului -  6 cm.

17.18. ’ ’ Baza ABCD a paralelipipedului oblic ABCDA1B1C1D1 este pătrat ,
iar planele feţelor şi CCJJJJ sunt perpendiculare pe planul
bazei. Aflaţi aria Celei AAJ)J). dacă fiecare muchie a paralelipipedului 
este egală cu 8 cm.

17.19. * Baza paralelipipedului drept este romb, iar ariile secţiunilor 
diagonale sunt egale corespunzător cu St şi S2. Aflaţi aria suprafeţei 
laterale a paralelipipedului.

17.20.* Baza paralelipipedului drept este romb, aria căruia este egală 
cu S. Ariile secţiunilor diagonale sunt egale corespunzător cu S şi S9. 
Aflaţi muchia laterală a paralelipipedului.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

17.21. Aflaţi aria trapezului isoscel, bazele căruia sunt egale cu 23 cm 
şi 17 cm, iar diagonala — 25 cm.

17.22. Latura laterală mică a trapezului dreptunghic este egală cu 10 cm, 
iar unul din unghiuri — 45°. Aflaţi aria acestui trapez, dacă în el se 
poate înscrie o circumferinţă.

18. Piramida
Definiţ ie .  Poliedrul, o faţă a căruia este poligon cu n laturi, 

iar restul feţelor -  triunghiuri, ce au un vârf comun, se numeşte 
piram idă  cu n laturi.

Vă amintim, că triunghiurile, care au vârf comun, se numesc feţe 
laterale ale piramidei, iar însuşi vârful — vârf al piramidei; poligonul cu 
n laturi, despre care se spune în definiţie, se numeşte baza piramidei,
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iar laturile lui —muchiile bazei piramidei; muchiile, care nu aparţin 
bazei, se numesc muchii laterale ale piramidei (fig. 18.1).

Vârful

înălţime a piramidei este numită perpendiculara, coborâtă din 
vârful piramidei pe planul bazei (fig. 18.2).

Să cercetăm piramida convexă cu n laturi (n > 3). Secţiunea pirami
dei cu planul, care trece prin două muchii laterale, ce nu aparţin unei 
feţe, intersectează baza piramidei pe diagonală (fig. 18.3). Astfel de 
secţiune este numită secţiune diagonală a piramidei.

Secţiunea diagonală a piramidei este un triunghi.

D

D efin iţ ie .  Piramida este numită reg u la tă ,  dacă baza ei 
este un poligon regidat şi piciorul înălţimii piramidei este cen
trul acestui poligon.

în figura 18.4 este prezentată piramida triunghiulară regulată ADBC 
cu baza ABC. Triunghiul ABC este echilateral. Proiecţia vârfului D pe 
planul ABC este centrul triunghiului — punctul O. Pentru aflarea aces
tui punct în figura 18.4 s-au dus medianele AM  şi BN  ale triunghiului
ABC,
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în figura 18.5 este prezentată piramida patrulateră regulată EABCD. 
Patrulaterul ABCD este pătrat, punctul O — centrul lui, segmentul EO 
este înălţimea piramidei. Deoarece centrul pă
tratului coincide cu punctul de intersecţie al 
diagonalelor lui, atunci se poate de făcut conclu
zia: proiecţia vârfului piramidei patrulatere 
regulate pe planul bazei -  acesta-i punctul de 
intersecţie al diagonalelor pătratului, care este 
baza piramidei.

Piramida triunghiulară regulată, în care A 
toate fetele sunt egale, se numeşte tetraedru 
regulat. Fi9 -18-5

Menţionăm unele proprietăţi ale piramidei regulate.
Toate muchiile la terale ale piramidei regula te sunt egale, toate feţele 

laterale ale piramidei regulate sunt triunghiuri isoscele egale (demon
straţi aceasta de sine stătător).

Apotemă a piramidei regulate este numită înălţimea feţei late
rale, coborâtă din vârful piramidei.

în figura 18.4 este dus segmentul DM, unde punctul M  — mijlocul 
muchiei BC. Deoarece triunghiul ВСІ) este isoscel cu baza BC, atunci 
segmentul DM  este înălţimea lui. Deci, segmentul DM  este apotema 
piramidei triunghiulare regulate DABC.

în figura 18.5 segmentul EK, unde K  este mijlocul muchiei DC, este 
apotema piramidei patrulatere regulate EABCD.

Toate apotemele piramidei regulate sunt egale (demonstraţi aceasta 
de sine stătător).

E

Aria suprafeţei laterale a piramidei este numită suma ariilor 
tuturor feţelor laterale. Aria suprafeţei piramidei (se mai spune: 
aria suprafeţei totale a piramidei) se numeşte suma ariilor tuturor 
feţelor ei.

Evident, că se execută astfel de egalitate:
st = s, + sh .,

t l baza7
Unde ,Sj -  aria suprafeţei piramidei, St -  aria suprafeţei laterale a pira
midei, S, . — aria bazei piramidei.7 baza A

Teorem a 18.1. Aria suprafeţei laterale a piramidei regulate 
este egală cu produsul perimetrului bazei ei şi a apotemei.

D e m o n s t r a ţ i e .  Să cercetăm piramida regulată cu n laturi cu 
muchia bazei, ce este egală cu a şi apotema, ce este egală cu d. Atunci

aria feţei laterale este egală cu ^ad. Toate feţele laterale a piramidei
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regulate cu n laturi sunt triunghiuri egale, de aceea aria suprafeţei la

terale este egală cu ad j 'n’ adică St = ■ n = ^(an) • d. Deoare

ce produsul an este egal cu perimetrul bazei, atunci teorema este de
monstrată. ◄

Rezultatul teoremei 18.1 este comod de-1 prezentat în aspect de for
mulă

Unde P este perimetrul bazei piramidei, d — lungimea apotemei pi
ramidei regulate.

Se poate demonstra, că au loc astfel de afirmaţii.
1) Dacă muchiile la terale ale piramidei sunt egale sau muchiile la te

rale creează cu planul bazei, unghiuri egale, atunci proiecţia vârfului 
piramidei pe planul bazei, este centrul, circum ferinţei, circumscrise poli
gonului, care este baza piramidei,.

De exemplu, dacă muchiile laterale ale piramidei sunt egale, iar baza 
ei este triunghi dreptunghic, atunci proiecţia vârfului piramidei pe pla
nul bazei este mijlocul ipotenuzei bazei (fig. 18.6).

2) Dacă toate unghiurile diedre ale piramidei, convexe de la muchii
le bazei, sunt egale, atunci, proiecţia vârfului, piram idei, pe planul, bazei, 
este centrul, circumferinţei, înscrise în poligonul, care este baza piramidei,.

De exemplu, dacă baza piramidei este romb şi toate unghiurile diedre 
de la muchiile bazei sunt egale, atunci proiecţia vârfului piramidei pe 
planul bazei este punctul de intersecţie al diagonalelor rombului

3) Dacă fiecare din unghiurile diedre ale piramidei, convexe de la 
m uchiile bazei, sunt egale cu a, atunci, aria suprafeţei, laterale a pirami
dei, S{ se poate calcula cu form ula

Fig. 18.6 Fig. 18.7

(fig. 18.7).

_ ^ b a z â

1 cosa
unde S,

b a z ă
aria bazei, piramidei,.
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? 1. Ce se numeşte piramidă?
2. Ce se numeşte înălţimea piramidei?
3. Care secţiune se numeşte secţiune diagonală a piramidei?
4. Care piramidă este numită regulată?
5. Ce se numeşte apotema piramidei regulate?
6. Ce este numită aria suprafeţei piramidei? suprafeţei laterale a piramidei?
7. Cu ce este egală aria suprafeţei laterale a piramidei regulate?

EXERCIŢII

18.1. ° Piramida cu n- laturi are câte:
1) vârfuri: 2) feţe: 3) muchii?

18.2. ° Care este cel mai mic număr de feţe pe care îl poate avea piramida?
18.3. ° în figura 18.8. este prezentată piramida triunghiulară regulată 

SABC. Desenaţi figura în caiet şi reprezentaţi:
1) înălţimea piramidei:
2) unghiul de înclinaţie a muchiei SA la planul bazei:
3) unghiul liniar al ughiului diedru al piramidei de la muchia BC.

S

Fig. 18.8

S

18.4. ° în figura 18.9 este prezentată piramida patrulateră regulată 
SABCD. Desenaţi figura în caiet şi reprezentaţi:
1) înălţimea piramidei:
2) unghiul de înclinaţie a muchiei SC la planul bazei:
3) unghiul liniar al ughiului diedru al piramidei de la muchia Al).

18.5. ° Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egală cu 12 cm, 
iar muchia laterală face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflaţi înăl
ţimea piramidei.
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18.6. ° înălţimea piramidei patrulatere regulate este egală cu 8 cm, iar 
muchia laterală face cu planul bazei unghiul de 45°. Aliaţi latura 
bazei piramidei.

18.7. ° Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu 6 cm, 
iar înălţimea piramidei — 4 cm. Aliaţi:
1) apotema piramidei:
2) unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei.

18.8. ° Apotema prismei triunghiulare regulate este egală cu 2 cm, iar 
latura bazei -  6 cm. Aliaţi:
1) înălţimea piramidei:
2) unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei.

18.9. ° Latura bazei piramidei heptagonale regulate este egală cu 10 cm, 
iar apotema ei -  20 cm. Aliaţi aria suprafeţei laterale a piramidei.

18.10. ° Unghiul plan de la vârful piramidei ortogonale regulate este 
egal cu 30°, iar muchia laterală -  2 cm. Aliaţi aria suprafeţei laterale 
a piramidei:

18.11. ° Aria suprafeţei laterale a piramidei pentagonale regulate este 
egală cu 300 cm2, iar apotema ei — 15 cm. Aliaţi latura bazei piramidei.

18.12. ° Fiecare muchie a piramidei patrulatere regulate este egală cu 
10 cm. Aflaţi aria suprafeţei totale a piramidei.

18.13. ° Fiecare muchie a piramidei patrulatere regulate este egală cu 
4 cm. Aflaţi aria suprafeţei totale a piramidei.

18.14. " Baza piramidei MABCD este paralelogramul ABCD, diagonala 
BD a căruia este egală cu 4 cm. înălţimea piramidei trece prin punc
tul intersecţiei al diagonalelor bazei, iar muchia laterală MA, ce este 
egală cu 8 cm, face cu planul bazei unghiul de 45°. Aflaţi muchia MD.

18.15. " Baza piramidei este rombul, latura căruia este egală cu 13 cm, iar 
una din diagonale — 24 cm. Piciorul înălţimii piramidei este punctul 
de intersecţie al diagonalelor bazei piramidei. Găsiţi muchiile laterale 
ale piramidei, dacă înălţimea ei este egală cu 16 cm.

18.16. " Muchia laterală a piramidei hexagonale regulate, egală cu b, 
creează cu planul bazei unghiul p. Aflaţi aria secţiuni diagonale a 
piramidei, care trece prin diagonala mare a bazei.

18.17. " Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu a, iar 
muchia laterală creează cu planul bazei unghiul a. Aflaţi aria secţiunii 
diagonale a piramidei.
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O - 1 118.18." Demonstraţi că în piramida regulată:
1) muchiile laterale creează unghiuri egale cu planul bazei:
2) unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale.

18.19. " Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egală cu a, 
iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu a. 
Aflaţi aria suprafeţei laterale a piramidei

18.20. " Diagonala bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu d, 
iar unghiul diedru al piramidei la muchia bazei este egal cu a. Aflaţi 
aria suprafeţei laterale a piramidei.

18.21. " Apotema piramidei patrulatere regulate este egală cu 6 cm şi 
creează cu planul bazei unghiul de 60°. Aflaţi aria suprafeţei laterale 
a piramidei.

18.22. " înălţimea piramidei triunghiulare regulate este egală cu 5 cm, 
iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu 45°. 
Aflaţi ari suprafeţei laterale a piramidei.

18.23. "  Punctele D, E  şi F  sunt mijlocurile muchiilor l/î. AM  şi MC 
a piramidei regulate MABC corespunzător, AB = 8 cm, AM =  12 cm.
1) Construiţi secţiunea piramidei ce trece prin punctele D, E şi F.
2) Demonstraţi, că secţiunea construită este dreptunghi.
3) Aflaţi aria secţiunii.

18.24. "  Construiţi secţiunea piramidei triunghiulare regulate cu planul, 
care trece prin piciorul înălţimii ei, paralel cu muchiile neconcurente 
ale piramidei. Aflaţi perimetrul acestei secţiuni, dacă latura bazei 
piramidei este egală cu 9 cm, iar muchia laterală — 12 cm.

18.25. "  Baza piramidei este triunghiul dreptunghic, ipotenuza căruia 
este egală cu 32 cm. înălţimea piramidei este egală cu 12 cm. Aflaţi 
muchiile laterale ale piramidei, dacă ele creează unghiuri egale cu 
planul bazei.

18.26. "  Baza piramidei este dreptunghiul cu laturile 6 cm şi 8 cm, iar 
fiecare muchie laterală face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflaţi 
înălţimea piramidei.

18.27. "  Baza piramidei este rombul cu latura de 8 cm şi unghiul de 30°. 
Fiecare din unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt 
egale cu 45°. Aflaţi:
1) aria suprafeţei laterale a piramidei:
2) înălţimea piramidei.
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18.28. ’ ’ Baza piramidei este triunghiul cu laturile de 5 cm, 12 cm şi 
13 cm, iar toate unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei 
sunt egale cu 30°. Aflaţi:
1) aria suprafeţei laterale a piramidei:
2) înălţimea piramidei.

18.29. ’ ’ Baza piramidei este trapezul isoscel, bazele căruia sunt egale cu 
4 cm şi 16 cm, iar toate unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile 
bazei sunt egale cu 60°. Aflaţi:
1) aria suprafeţei laterale a piramidei:
2) înălţimea piramidei.

18.30. ’ ’ Baza piramidei este dreptunghiul cu laturile de 4 cm şi 12 cm. 
Planele a două feţe laterale sunt perpendiculare pe planul bazei. 
Planul încă a unei feţe, care trece prin latura mare a bazei, face cu 
planul bazei unghiul de 45°. Aflaţi:
1) înălţimea piramidei:
2) aria suprafeţei laterale a piramidei.

18.31. ’ ’ Baza piramidei este pătratul cu latura de 12 cm. Planele a două 
feţe laterale sunt perpendiculare pe planul bazei. Aflaţi aria suprafeţei 
totale a piramidei, dacă înălţimea ei este egală cu 5 cm.

18.32. Prelungirile laturilor laterale AB şi CD ale trapezului ABCD se 
intersectează în punctul M, CD : CM = 3 : 5, segmentul BC  este baza 
mică a trapezului. Suma bazelor trapezului este egală cu 26 cm. Aflaţi 
segmentul AD.

18.33. Diagonalele trapezului ABCD cu bazele BC şi AD se intersectează 
în punctul O. Aflaţi raportul ariilor triunghiurilor BOC şi AOD, dacă 
BC = 3 cm, AD = 9 cm.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE
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№ FRUMUSEŢEA Şl INTELECTUL UCRAINEI

Roxolana, Solomia Kruşelniţka, Lesea Ukrainka sunt femeile ucrai
nene din trecut cunoscute lumii întregi.

Fetele ucrainene contemporane devin cele mai bune nu numai în 
politică şi artă, dar şi pe arena competiţiilor matematice. în cea mai 
prestigioasă olimpiadă Europeană de matematică pentru fetiţe (EGMO) 
şcolăriţele ucrainene Sofia Dubova (2014), Olga Şevcenko (2017), şi 
Alina Garbuzova (2018) de trei ori au câştigat întâietatea printre toţi 
participanţii, rezolvând absolut toate problemele propuse. în general, 
comanda ucraineană de fete până la ora actuală rămâne singura coman
dă din Europa, care de trei ori a devenit prima în colocviul oficial pe 
echipe. Astfel de realizări au convins comunitatea europeană să aleagă 
locul petrecerii EGMO în anul 2019 oraşul Kiev. Suntem convinşi că 
încă o dată vom vedea intelectualele noastre în fruntea piedestalului de 
onoare.

Comanda Ucrainei la prima olimpiadă EGMO 
(Cambridge, Marea Britanie, anul 2012)

Componenţa echipei (de la stânga la dreapta): Haritonova Elena (argint); 
Cravcenko Iulia (argint); Pavliuk Maria (argint); Sediuk Iaroslava (argint)
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ÎNSĂRCINAREA NR. 4 „CONTROLEAZĂ-TE” ÎN FORMĂ TEST

1. Calculaţi aria suprafeţei laterale a prismei drepte, baza căreia este 
paralelogramul cu laturile de 8 cm şi 22 cm, iar înălţimea prismei 
este egală cu 15 cm.
A) 900 cm2; B) 450 cm2; C) 600 cm2; D) 2640 cm2.

2. Cu ce este egală înălţimea prismei patrulatere regulate, dacă latura 
bazei ei este egală cu 9>/2 cm, iar diagonala prismei este înclinată la 
planul bazei sub unghiul de 30°?
A) 9V3 cm; B) 9-\/2 cm; C) 6>/з cm; D) 6л/2 cm.

3. Baza prismei drepte este triunghiul isoscel cu latura laterală 6 cm şi 
unghiul 120° la vârf. Diagonala feţei laterale a prismei, care conţine 
baza triunghiului isoscel, este înclinată la planul bazei cu unghiul de 
60°. Aflaţi înălţimea prismei.
A) 9 cm; B) 18 cm; C) 12 cm; D) 6л/з cm.

4. Găsiţi diagonala feţei laterale a prismei patrulatere regulate, dacă 
latura bazei ei este egală cu 6 cm, iar diagonala prismei -  10 cm.
A) 4 cm; B) 2-^2 cm; C) 8 cm; D) 4-\/3 cm.

5. Calculaţi aria suprafeţei laterale a prismei triunghiulare regulate, 
feţele laterale ale căreia sunt pătrate cu diagonala de 8 cm.
A) 32 cm2; B) 96 cm2; C) 64 cm2; D) 192 cm2.

6. Baza prismei drepte este rombul cu diagonalele 10 cm şi 24 cm. Dia
gonala mică a prismei este egală cu 26 cm. Calculaţi aria suprafeţei 
laterale a prismei.
A) 312 cm2; B) 624 cm2; C) 2496 cm2; D) 1248 cm2.

7. Diagonala paralelipipedului dreptunghiular este egală cu л/29 cm, 
iar două dimensiuni ale lui — 2 cm şi 3 cm. Aflaţi cea de-a treia di
mensiune a paralelipipedului dreptunghiular.
A) 2 cm; B) Vl5 cm; C) 4 cm; D) 3-\/2 cm.

8. în paralelipipedul dreptunghiular ABCDA1B1C1D1 se cunoaşte, că 
AD = 24 cm, CD = 5 cm, AAt = 10 cm. Cu ce este egală aria patrula
terului A1B1CD?
A) 100 cm2; B) 120 cm2; C) 125 cm2; D) 130 cm2.

9. Calculaţi aria suprafeţei laterale a piramidei hexagonale regulate, 
latura bazei căreia este egală cu 8 cm, iar apotema -  12 cm.
A) 288 cm2; B) 576 cm2; C) 144 cm2; D) 192 cm2.
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10. Bază a piramidei MABCD, prezentată în 
figură, este un pătrat, muchia laterală MB 
este perpendiculară pe planul bazei pirami
dei, pu n ctu leste  mijlocul segmentului CD.
Indicaţi unghiul liniar al unghiului diedru 
al piramidei de la muchia CD.
A) /МАВ: C) /МКВ:
B) /MDI’ : D) /МСВ.

11. înălţimea piramidei patrulatere regulate este egală cu 12 cm, iar 
apotema -  15 cm. Calculaţi aria suprafeţei laterale a piramidei.
A) 540 cm2; B) 270 cm2; C) 1080 cm2; D) 720 cm2.

12. Latura bazei a piramidei triunghiulare regulate este egală cu 6 cm, 
iar înălţimea piramidei — -v/22 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale a 
piramidei.
A) 90 cm2; B) 45 cm2; C) 60 cm2; D) 30 cm2.

M

13. Latura bazei a piramidei patrulatere regulate este egală cu a, iar 
secţiunea diagonală este un triunghi dreptunghic. Aflaţi înălţimea 
piramidei.

A) D)
алІ2

4
14. Unghiul diedru al piramidei patrulatere regulate de la muchia bazei 

este egal cu a. Aflaţi înălţimea piramidei.
2ciA) 2a sin a; B) 2a cos a; C) 2atga; D) ------ .

tga

15. Latura bazei a piramidei triunghiulare regulate este egală cu 8 cm, 
iar faţa laterală este înclinată la planul bazei sub unghiul de 30°. 
Aflaţi aria suprafeţei laterale a piramidei.
A) 32 cm2; B) 64 cm2; C) 32y/3 cm2; D) 64^3 cm2.

16. Muchia laterală a piramidei patrulatere regulate este egală cu 8 cm
şi creează cu planul bazei unghiul de 60°. Aflaţi apotema piramidei. 
A) 4 cm; B) 2^/Ї4 cm; C) 4-^7 cm; D) 4лІ2 cm.

17. Baza piramidei este rombul cu latura a şi unghiul a. Unghiurile 
diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale cu p. Aflaţi aria 
suprafeţei laterale a piramidei.
.. a2 şina a2 şina 9 . „ —. I o .  _A) --------- ; B) ---------- ; C) a sinacosp; D) - a  sinacosp.

cosP 2cosP 2
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18. în baza piramidei se află triunghiul dreptunghic cu cateta b şi un
ghiul opus ei p. Muchiile laterale ale piramidei creează cu planul bazei 
unghiul y . Aflaţi înălţimea piramidei.

A) frtgy
2 cos В

В) frtgy .
2sinp’

C) -fecosptgy; D) -fesinptgy.

PRINCIPALUL ÎN PARAGRAFUL 4

Poliedrul
Poliedru se numeşte corpul, suprafaţa căruia este alcătuită dintr-un 
număr finit de poligoane.
Poliedrul se numeşte convex, dacă el este amplasat de aceeaşi parte 
a planului oricăreia din feţele lui.

Prisma
Poliedrul, două feţe ale căruia sunt poligoane egale cu n laturi, ce se 
află în plane paralele, iar restul n feţe sunt paralelograme se numeş
te prismă cu n laturi.
Prisma este numită dreaptă, dacă muchiile ei sunt perpendiculare 
pe planul bazei.
Prisma este numită regulată, dacă ea este dreaptă şi baza ei este un 
poligon regulat.
înălţimea prismei este numită perpendiculara, coborâtă dintr-un 
punct oarecare al planului unei baze pe planul altei baze.

Aria suprafeţei laterale a prismei drepte
Aria suprafeţei laterale a prismei drepte este egală cu produsul pe
rimetrului bazei ei şi a muchiei laterale a prismei.

Paralelipipedul
Paralelipiped este numită prisma, baza căreia este un paralelogram. 
Paralelipipedul este numit drept, dacă muchiile lui laterale sunt 
perpendiculare pe planul bazei.
Paralelipipedul drept este numit dreptunghiular, dacă bazele lui sunt 
dreptunghiuri.
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Lungimile a trei muchii ale paralelipipedului dreptunghiular care 
pornesc dintr-un vârf, se numesc dimensiuni ale paralelipipedului 
dreptunghiular.
Paralelipipedul dreptunghiular se numeşte cub, dacă dimensiunile 
lui sunt egale.

Proprietatea paralelipipedului dreptunghiular
Pătratul oricărei diagonale a paralelipipedului dreptunghiular este 
egal cu suma pătratelor dimensiunilor lui.

Piramida
Poliedrul, o faţă a căruia este un poligon cu n laturi, iar restul feţe
lor — triunghiuri, ce au un vârf comun, se numeşte piramidă cu n 
laturi.
înălţimea piramidei este numită perpendiculara, coborâtă din vârful 
piramidei pe planul bazei.
Piramida este numită regulată, dacă baza ei este un poligon regulat 
şi piciorul înălţimii piramidei este centrul acestui poligon.
Toate muchiile laterale ale piramidei regulate sunt egale, toate feţe
le piramidei regulate sunt triunghiuri isoscele.
Apotemă a piramidei regulate este numită înălţimea feţei laterale, 
dusă din vârful piramidei.

Aria suprafeţei laterale a piramidei
Aria suprafeţei laterale a piramidei este numită suma ariilor tuturor 
feţelor laterale ale ei.
Aria suprafeţei laterale a piramidei regulate este egală cu jumătatea 
produsului perimetrului ei şi a apotemei.



CORPURI DE 
ROTATIE

în acest paragraf veţi face cunoştinţă mai detailat cu corpurile deja cunoscute 
vouă -  cilindrul, conul, sfera, o să studiaţi proprietăţile lor.

19. Cilindrul
Să ne închipuim, că dreptunghiul 0 0  A A se roteşte în jurul laturii 

0 0  (fig. 19.1). în timpul rotaţiei se creează figura, care se numeşte 
cilindru. Cercurile cu centrele O şi O care s-au creat în rezultatul ro
taţiei laturilor OA şi O A , se numesc bazele cilindrului, iar figura, 
care s-a creat în rezultatul rotaţiei laturii А ҐА, este numită suprafaţa 
laterală a cilindrului. Segmentele, care formează suprafaţa laterală 
a cilindrului, se numesc generatoarele cilindrului (fig. 19.2).

Evident, că toate generatoarele cilindrului sunt egale şi perpendicu
lare pe planul bazei.

înălţime a cilindrului se numeşte perpendiculara, coborâtă din 
oricare punct al planului unei baze pe planul altei baze. înălţimea cilin
drului este egală cu generatoarea lui.

Dreapta, care trece prin centrele bazelor cilindrului, este numită axa 
cilindrului. în figura 19.2 dreapta 0 0  este axa cilindrului.

F ig . 1 9 .1

Corp de rotaţie se numeşte corpul, obţinut în rezultatul rotaţiei 
unei oarecare figuri plane în jurul unei drepte.
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Cilindrul este exemplul unui corp de rotaţie.
Dacă intersectăm cilindrul cu un plan, ce trece prin axa lui, atunci 

în secţiune se obţine un dreptunghi, două laturi ale căruia sunt diame
trele bazelor cilindrului, iar altele două — generatoarele cilindrului 
(fig. 19.3). Astfel de secţiune este numită secţiune axială a cilindru
lui.

Fig. 19.3 Fig. 19.4

Să intersectăm cilindrul cu un plan, paralel bazelor cilindrului 
(fig. 19.4). Secţiunea cilindrului cu planul, paralel bazelor (sau perpen
dicular pe axa cilindrului), este cercul, care este egal cu baza cilindrului.

Să ne închipuim, că suprafaţa cilindrului este tăiată după circumfe
rinţele bazelor şi o generatoare oarecare (fig. 19.5), iar apoi am desfăşu
rat-o pe un plan. Figura obţinută se numeşte desfăşurata cilindrului 
pe plan sau pur şi simplu desfăşurata cilindrului. Ea este alcătuită 
din doua cercuri, care sunt egale cu bazele cilindrului, şi un dreptunghi, 
care este numit desfăşurata suprafeţei laterale a cilindrului (fig. 19.6).

Fig. 19.5 Fig. 19.6
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Dacă generatoarea cilindrului este egală cu h. iar raza bazei cilin
drului — r, atunci laturile desfăşuratei suprafeţei laterale a cilindrului 
sunt egale cu h şi 2nr.

Ca arie a suprafeţei laterale a cilindrului este considerată aria des
făşuratei suprafeţei laterale a lui. Deci,

Sj = 2nrh,

unde Sj este aria suprafeţei laterale a cilindrului, r — raza bazei cilin
drului, h — lungimea înălţimii cilindrului.

Aria totală a suprafeţei cilindrului este numită suma ariilor a 
suprafeţei laterale a cilindrului şi a două baze ale lui. Avem:

unde S, — aria totală a suprafeţei cilindrului, S. . — aria bazei cilindru-
t  A 5 7 baza

lui.
Aria bazei cilindrului este egală cu nr2 Atunci obţinem formula

St = 2nrh + 2nr2

Din cursul de geometrie al clasei a 10-a ştiţi, că proiecţia paralelă a 
circumferinţei este figura care se numeşte elipsă. De aceea, reprezentând 
cilindrul, bazele lui se desenează în formă de elipse. în practică pentru 
reprezentarea elipselor este comod de folosit riglele şabloane (fig. 19.7).

Fig. 19.7
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1. Care corp se numeşte cilindru?
2. Descrieţi, ce se numeşte suprafaţă laterală a cilindrului.
3. Ce sunt numite baze ale cilindrului? axă a cilindrului? înălţime a cilindrului?
4. Care corp se numeşte corp de rotaţie?
5. Ce se numeşte secţiune axială a cilindrului?
6. Din ce figuri constă desfăşurata cilindrului?
7. După ce formulă se calculează aria suprafeţei laterale a cilindrului?
8. După ce formulă se calculează aria suprafeţei totale a cilindrului?

EXERCIŢII

19.1. ° înălţimea cilindrului este egală cu 6 cm, iar raza bazei — 5 cm. 
Aflaţi aria secţiunii axiale a cilindrului.

19.2. ° Aria secţiunii axiale a cilindrului este egală cu 128 cm2. Aliaţi 
înălţimea cilindrului, dacă raza bazei lui este egală cu 4 cm.

19.3. ° Diagonala secţiunii axiale a cilindrului este egală cu d, şi creează 
cu planul bazei cilindrului unghiul a. Aliaţi:
1) înălţimea cilindrului: 2) aria bazei cilindrului.

19.4. ° Aria bazei cilindrului este egală cu 49л cm2 iar unghiul dintre 
diagonala secţiunii axiale şi generatoarea cilindrului este egal cu 30°. 
Găsiţi înălţimea cilindrului.

19.5. ° Cu ce este egală aria suprafeţei laterale a cilindrului, raza bazei 
căruia este egală cu 2 cm, iar înălţimea — 9 cm?

19.6. ° Dreptunghiul cu laturile de 1 cm şi 3 cm se roteşte în jurul laturi 
mai mari. Aflaţi:
1) diagonala secţiunii axiale a cilindrului creat:
2) aria suprafeţei totale a acestui cilindru.

19.7. ° Pătratul cu latura de 8 cm se roteşte în jurul unei 
laturi a lui. Aflaţi:
1) diagonala secţiunii axiale a cilindrului creat:
2) aria suprafeţei totale a acestui cilindru.

19.8. ° Punctele O şi O — centrele bazelor de jos şi de sus 
corespunzător ale cilindrului (fig. 19.8). Punctul A este 
un punct arbitrar al circumferinţei, care mărgineşte 
baza cilindrului. Segmentul O A este egal cu 6 cm şi 
face cu planul bazei cilindrului unghiul de 60°. Aflaţi 
aria suprafeţei laterale a cilindrului.

IIII

Fig. 19.8
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19.9. ° înălţimea cilindrului este egală cu 5 cm, iar diametrul bazei — 
24 cm. Aliaţi distanţa de la centrul uneia din bazele cilindrului până 
la un punct al circumferinţei altei baze.

19.10. " Diagonala desfăşuratei suprafeţei laterale a cilindrului este egală 
cu d şi creează cu una din laturile desfăşuratei unghiul a. Aliaţi aria 
suprafeţei laterale a cilindrului.

19.11. " Pătratul, diagonala căruia este egală cu 4 cm, este desfăşurata 
suprafeţei laterale a cilindrului. Aliaţi aria bazei acestui cilindru.

19.12. " Cum se va schimba -  se va mări sau micşora -  şi de câte ori aria 
suprafeţei laterale a cilindrului, dacă:
1) raza bazei lui se va mări de k ori:
2) înălţimea cilindrului se va micşora de k ori:
3) înălţimea cilindrului se va mări de k ori, iar raza bazei se va mic

şora de k ori?
Ce funcţie este dependenţa ariei suprafeţei laterale a cilindrului de: 
1) raza bazei lui: 2) înălţimea cilindrului?

19.13. " în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care este văzută 
din centrul acestei baze sub unghiul de 120°, iar din centrul bazei de 
sus — sub unghiul de 60°. Aliaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului, 
dacă lungimea coardei date este egală cu 6 cm.

19.14. " în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care este văzută 
din centrul acestei baze sub unghiul de 90°, iar din centrul bazei de 
sus — sub unghiul de 60°. Aliaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului, 
dacă raza bazei lui este egală cu 8 cm.

19.15. "" în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care este văzută 
din centrul acestei baze sub unghiul a. Segmentul, care uneşte centrul 
bazei de sus cu unul din capetele coardei duse, creează cu planul bazei 
unghiul p. Aliaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului, dacă distanţa 
de la centrul bazei de jos până la coarda dusă este egală cu a.

19.16. "" în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care este văzută 
din centrul acestei baze sub unghiul p. Segmentul, care uneşte cen
trul bazei de sus cu mijlocul coardei date, este egal cu m şi creează cu 
planul bazei unghiul a. Aliaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului.

19.17. "  Paralel cu axa cilindrului, raza bazei căruia este egală cu 10 cm, 
iar înălţimea -  12 cm, este dusă o secţiune, ce este pătrat. Aliaţi dis
tanţa de la axa cilindrului până la planul secţiunii.

19.18. ”  Paralel cu axa cilindrului este dusă o secţiune, ce retează de la 
circumferinţa bazei un arc, măsura în grade a căruia este egală cu 
a (0° < a < 180°). Segmentul care uneşte centrul bazei de sus a cilin-
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cirului, cu punctul circumferinţei bazei de jos, creează cu planul bazei 
unghiul p, iar raza bazei este egală cu R. Aflaţi aria acestei secţiuni.

19.19. ’ ’ Paralel cu axa cilindrului este dusă o secţiune, ce este depărta
tă de ea cu Vit cm, şi retează de la circumferinţa bazei arcul, măsu
ra în grade a căruia este egală cu 120°. Aflaţi aria 
acestei secţiuni, dacă diagonala ei este egală cu 10 cm.

19.20. * Punctele O şi O sunt corespunzător centrele 
bazelor de jos şi de sus ale cilindrului, iar punctul 
A aparţine bazei de jos a cilindrului (fig. 19.9). Pe 
segmentul 0 0 1 este notat punctul В astfel, că dreap
ta AB intersectează suprafaţa laterală a cilindrului.
Construiţi punctul de intersecţie al dreptei . I/! cu 
suprafaţa laterală a cilindrului.

19.21. * Raza bazei cilindrului este egală cu 9 cm, Din 
mijlocul segmentului 0 0  , unde punctele O şi O sunt 
corespunzător centrele bazelor de jos şi de sus ale 
cilindrului, este dusă o semidreaptă, care intersectează planul bazei 
de jos în punctul, depărtat de centrul acestei baze cu 12 cm. Aceas
tă semidreaptă intersectează generatoarea cilindrului în punctul, 
depărtat de planul bazei de jos cu 2 cm. Aflaţi înălţimea cilindrului.

19.22. * înălţimea cilindrului este egală cu 20 cm. Prun mijlocul gene
ratoarei este dusă dreapta, care intersectează segmentul, ce uneşte 
centrele bazelor, în punctul, depărat cu 6 cm de la planul bazei de 
jos, iar înseşi acest plan — în punctul, depărtat cu 15 cm de la centrul 
bazei de jos. Aflaţi raza bazei cilindrului.

Fig. 19.9

19.23. înălţimea triunghiului isoscel, dusă la baza lui, este egală cu h, 
iar unghiul dintre laturile lui egale este egal cu a. Aflaţi raza circum
ferinţei înscrise în triunghiul dat.

19.24. Bazele unui trapez sunt egale cu 6 cm şi 27 cm, iar una din laturile 
laterale — 13 cm. Aflaţi raza circumferinţei, înscrise în trapezul dat.

19.25. Latura bazei unei prisme hexagonale regulate este egală cu 6 cm, 
iar aria suprafeţei laterale -  288 cm2. Aflaţi diagonala mare a prismei.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE
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20. Conul
Să ne imaginăm, că triunghiul drept unghie AOB cu unghiul drept O 

se roteşte în jurul laturii AO  (fig. 20.1). în timpul rotaţiei se creează 
figura, care este numită con. Cercul cu centrul O, care se creează în 
rezultatul rotaţiei laturii OB, este numit baza conului, iar figura, care 
s-a creat în rezultatul rotaţiei laturii AB, este numită suprafaţa late
rală a conului. Segmentele, ce creează suprafaţa laterală a conului, 
sunt numite generatoarele conului (fig. 20.2).

Toate generatoarele conului sunt egale şi fac unghiuri egale cu planul 
bazei.

Capătul comun al tuturor generatoarelor conului este numit vârful 
conului. în figura 20.1 punctul .4 este vârful conului.

Dreapta, care trece prin vârful conului şi centrul bazei lui, se nu
meşte axa conului. în figura 20.1 dreapta AO  este axa conului. Axa 
conului este perpendiculară pe planul bazei lui.

înălţimea conului este numită perpendiculara, coborâtă din vârful 
conului pe planul bazei. Piciorul înălţimii conului este centrul bazei lui. 
înălţimea conului aparţine axei lui. în figura 20.1 segmentul AO  este 
înălţimea conului.

Conul ca şi cilindrul, este corp de rotaţie.
Dacă conul este intersectat de un plan, ce trece prin axa lui, atunci 

se creează în secţiune un triunghi isoscel, laturile laterale ale căruia 
sunt generatoarele conului, baza lui este diametrul bazei conului 
(fig. 20.3). Astfel de secţiune este numită secţiune axială a conului. 
Să ne imaginăm, că suprafaţa conului este tăiată după circumferinţa 
bazei şi o generatoarea oarecare (fig. 20.4), apoi de-1 desfăşurat pe un 
plan. Figura obţinută este numită desfăşurata conului pe plan, sau 
pur şi simplu desfăşurata conului (fig. 20.5). Ea este alcătuită dintr-un

Fig. 20.1 Fig. 20.2
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Fig. 20.3 Fig. 20.4

cerc, ce este egal cu baza conului, şi un sector de cerc, care este numit 
desfăşurata suprafeţei laterale a conului.

Dacă generatoarea conului este egală cu l, iar raza bazei conului -  r, 
atunci raza sectorului circular este egală cu l, iar lungimea arcului sec
torului — 2nr. Fie măsura în grade a unghiului AI\B (fig. 20.5) este

egală cu a. Atunci lungimea arcului AB este egală cu Avem:
180

2лг = De ajcj 
180

360r
a = ------ .

I ( 1)

Ca arie S{ a suprafeţei laterale a conului este considerată aria desfă-

şuratei suprafeţei, laterale a lui. Avem: S, = ------. Ţinând cont de egali-
360

tatea (1) obţinem: S, = —— ■ 360r = nrl.
360 l

Deci, aria suprafeţei laterale a conului se calculează după formula
Sj = nrl,

generatoarei conului, 
îumită suma ariilor supra-

ude r este raza bazei conului, l — lungimea 
Aria totală a suprafeţei conului este 

feţei laterale şi a bazei conului. Avem:
s = s .  + s.t  1 b a z a 7

Unde S, este aria suprafeţei laterale a conului, S, . -  aria bazei conului.
1 A 5 7 baza

Aria bazei conului este egală cu nr Atunci obţinem formula
St = nrl + nr2



130 § 5. Corpuri de rotaţie

1. Care corp se numeşte con?
2. Descrieţi, ce se numeşte suprafaţă laterală a conului.
3. Ce se numeşte baza conului? axa conului? înălţimea conului?
4. Ce se numeşte secţiune axială a conului?
5. Din ce figuri este alcătuită desfăşurata conului?
6. Ce este considerat ca arie a suprafeţei laterale a conului?
7. După ce formulă se calculează aria suprafeţei laterale a conului?
8. După ce formulă se calculează aria totală a suprafeţei conului?

EXERCIŢII

20.1. ° înălţimea conului este egală cu 4 cm, iar generatoarea lui — 6 cm. 
Aliaţi raza bazei conului.

20.2. ° Raza bazei conului este egală cu 5 cm, iar generatoarea -  13 cm. 
Aliaţi înălţimea conului.

20.3. ° Aflaţi raza bazei şi înălţimea conului, dacă generatoarea lui este 
egală cu 18 cm, iar secţiunea axială este un triunghi regulat.

20.4.° Raza bazei conului este egală cu 2 cm, secţiunea axială a lui — 
un triunghi isoscel dreptunghiular. Aflaţi înălţimea şi generatoarea 
conului.

20.5. ° Raza bazei conului este egală cu 9 cm, iar unghiul dintre genera
toare şi planul bazei este egal cu 30°. Aflaţi aria:
1) suprafeţei laterale a conului:
2) secţiunii axiale a conului.

20.6. ° Raza bazei conului este egală cu 6 cm, iar înălţimea -  8 cm. Aflaţi 
aria:
1) suprafeţei laterale a conului:
2) suprafeţei totale a conului.

20.7. ° înălţimea conului este egală cu H, iar unghiul dintre generatoarea 
conului şi planul bazei este egal cu a. Aflaţi aria:
1) secţiunii axiale a conului:
2) suprafeţei laterale a conului.

20.8. ° Generatoarea conului este egală cu o, iar unghiul în secţiunea 
axială de la vârful conului este egal cu a. Aflaţi aria:
1) secţiunii axiale a conului:
2) suprafeţei laterale a conului.
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20.9. ° Triunghiul clreptunghic, ipotenuza căruia este egală cu 8cm, iar 
unul din unghiuri este egal cu 30°, se roteşte în jurul catetei mai mari. 
Aflaţi aria suprafeţei laterale a conului obţinut.

20.10. ° Aflaţi aria secţiuni axiale, care se creează în rezultatul rotaţiei 
triunghiului clreptunghic cu ipotenuza de 17cm şi cateta 15 cm, în 
jurul celeilalte catete.

20.11. " Raza bazei conului este egală cu 15 cm, iar distanţa de la centrul 
bazei până la generatoarea conului — 12 cm. Aflaţi lungimile genera
toarei şi a înălţimii.

20.12. " înălţimea conului este egală cu 4л/5 cm, iar distanţa de la cen
trul bazei până la mijlocul generatoarei conului — 6 cm. Aflaţi aria 
suprafeţei totale a conului.

20.13. " în baza conului s-a dus o coardă cu lungimea a, ce subîntinde 
un arc, măsura în grade a căruia este egală cu a (0° < a < 180°). Un
ghiul dintre generatoarea conului şi planul bazei este egal cu p. Aflaţi 
înălţimea conului.

20.14. " în baza conului s-a dus o coardă, ce subîntinde un arc, măsura în 
grade a căruia este egală cu a (0° < a < 180°). Unghiul dintre înălţimea 
conului şi generatoare este egal cu p, iar lungimea generatoarei este 
egală cu m. Aflaţi lungimea coardei date.

20.15. " Triunghiul clreptunghic cu catetele 5 cm şi 12 cm se roteşte în 
jurul dreptei ce conţine ipotenuza lui. Aflaţi aria suprafeţei corpului 
de rotaţie.

20.16. "  Planul, dus prin două generatoare ale conului, intersectează 
baza după o coardă, ce întinde un arc, măsura în grade a căruia este 
egală cu p (0° < P < 180°). Aflaţi aria secţiunii create, dacă înălţimea 
conului este egală cu H, iar unghiul cbntre planul secţiunii create şi 
planul bazei conului este egal cu a.

20.17. "  Prin două generatoare ale conului, unghiul dintre care este egal 
cu 60°, s-a dus un plan. Acest plan intersectează baza conului după 
o coardă cu lungimea de 8 cm, ce subîntinde un arc, măsura în grade 
a căruia este egală cu 90°. Aflaţi aria suprafeţei laterale a conului.

20.18. "  Triunghiul isoscel ascuţitunghic cu baza o şi unghiul de la bază 
a se roteşte în jurul dreptei ce conţine latura laterală a lui. Aflaţi aria 
suprafeţei corpului de rotaţie.

20.19. "  Triunghiul isoscel cu baza o şi unghiul opus ei a se roteşte în 
jurul dreptei ce conţine latura bazei lui. Aflaţi aria suprafeţei cor
pului de rotaţie.
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20.20. ’ ’ Trapezul clreptunghic cu bazele 6 cm şi 9 cm şi înălţimea 4 cm 
se roteşte în jurul dreptei ce conţine baza mare a lui. Aflaţi aria su
prafeţei corpului de rotaţie.

20.21. ’ ’ Trapezul clreptunghic cu bazele 3 cm şi 4 cm şi unghiul ascuţit 
45° se roteşte în jurul dreptei ce conţine baza mică a lui. Aflaţi aria 
suprafeţei corpului de rotaţie.

20.22. ’ ’ Rombul cu latura 10 cm şi unghiul 60° se roteşte în jurul dreptei 
ce conţine una din laturile rombului. Aflaţi aria suprafeţei corpului 
de rotaţie.

20.23. ’ ’ Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 10 cm şi 26 cm, iar latura 
laterală este egală cu baza mică. Trapezul se roteşte în jurul dreptei 
ce conţine baza mare a lui. Aflaţi aria suprafeţei corpului de rotaţie.

20.24. ’ ’ Desfăşurata suprafeţei laterale a conului este sectorul, raza că
ruia este egală cu 12 cm, iar măsura în grade a arcului — 240°. Aflaţi 
raza bazei conului.

20.25. ’ ’ Desfăşurata suprafeţei laterale a conului este sectorul, raza că
ruia este egală cu 5 cm. Aflaţi unghiul de la centru al acestui sector, 
dacă înălţimea conului este egală cu 4 cm.

20.26. ’ ’ Prin două generatoare ale conului este dus un plan, care creează 
cu planul bazei conului unghiul a. Distanţa de la centrul bazei conului 
până la acest plan este egală cu o, iar unghiul dintre generatoarea 
conului şi planul bazei este egal cu p. Aflaţi raza bazei conului.

20.27. ’ ’ Segmentul MO este înălţimea conului, segmentele MA şi MB — 
generatoarele lui, MO = 4л/2 cm. Distanţa de la punctul O până la 
dreapta AB este egală cu 2 cm. Aflaţi distanţa de la punctul O până 
la planul AMB.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

20.28. Segmentele AD şi CE sunt medianele triunghiului ABC. Aflaţi 
latura AC, dacă AB = 8л/5 cm, BC = 6лУб cm, şi AD _L CE.

20.29. Aria trapezului isoscel este egală cu 32л/з cm2, iar unghiul ascu
ţit -  60°. Aflaţi latura laterală a trapezului, dacă se ştie, că trapezul 
se poate înscrie în circumferinţă.

20.30. Baza unei piramide este un triunghi isoscel cu unghiul de la bază 
egal cu 30° şi latura laterală 12 cm. Fiecare muchie laterală a pira
midei face cu planul bazei unghiul de 60°. Aflaţi înălţimea piramidei.
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21. Bila şi sfera
în punctele precedente aţi făcut cunoştinţă cu două exemple de cor

puri de rotaţie — cilindrul şi conul. încă un exemplu de corp de rotaţie 
este bila sau corpul sferic.

în figura 21.1 este prezentată figura, obţinută prin rotaţia semicer
cului în jurul dreptei, care conţine diametrul AB. Astfel de figură se 
numeşte bilă.

La rotaţia semicircumferinţei cu diametrul AB se creează suprafaţa, 
care se numeşte sferă (fig. 21.1). Sfera este suprafaţa bilei obţinute.

Mijlocul segmentului AB este numit centrul sferei. Orice segment , 
care uneşte un punct al sferei cu centrul ei, este numit raza sferei. 
Lungimea acestui segment de asemenea este primit de-1 numit rază a 
sferei. în figura 21.2 segmentul OX este raza sferei.

Se poate demonstra că toate razele sferei sunt egale.
Cu alte cuvinte, toate punctele sferei sunt egal depărate de la centrul 

ei.
Segmentul, care uneşte două puncte ale sferei şi trece prin centrul 

ei, este numit diametrul sferei. Dacă raza sferei este egală cu r, atunci 
diametrul este egal cu 2r.

Centrul, raza şi diametrul bilei este numit centrul, raza şi dia
metrul sferei, care este suprafaţa acestei bile.

Se poate demonstra, că distanţa de la orice punct cd, bilei, până la 
centrul ei nu este mai, mare decât raza ei.

în cursul de planimetrie aţi făcut cunoştinţă cu cazurile de ampla
sare reciprocă a circumferinţei şi dreptei. Să cercetăm amplasarea reci
procă a sferei şi a planului.
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Admitem, că raza sferei date este egală cu r, iar distanţa de la centrul 
O al sferei până la planul dat a este egală cu d.

C azu l I . Admitem, că d > r. în acest caz sfera şi planul nu au punc
te comune (fig. 21.3).

C azu l II. Fie d <r. în acest caz secţiunea sferei de către plan este 
o circumferinţă (fig. 21.4).

Ţinând cont de această afirmaţie, se poate 
face astfel de concluzie: dacă distanţa de la 
centrul bilei până la plan este mai mică decât 
raza bilei, atunci secţiunea bilei de către plan 
este un cerc.

Dacă planul trece prin centrul bilei, atunci 
cercul, obţinut în secţiune, se numeşte cercul 
mare al bilei.

C azu l III. Fie d = r. în acest caz sfera şi 
planul au numai un punct comun (fig. 21.5).

D efin iţ ie .  Planul, care are cu sfera numai un singur punct 
comun, este numit plan tangent  la sferă.

Acest punct comun este numit punct de tangenţă. în figura 21.5 
punctul A este punct de tangenţă.

Are loc o astfel de teoremă
T eorem a 21.1. Planul tangent la sferă este perpendicular la 

raza, dusă în punctul de tangenţă.

1. Ce se numeşte sferă? bilă?
2. Explicaţi, care punct se numeşte centrul sferei?
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3. Ce se numeşte raza sferei? raza bilei?
4. Ce se numeşte diametrul sferei? diametrul bilei?
5. Cu ce este egal diametrul sferei, dacă raza ei este egală cu r?
6. Ce este secţiunea sferei de către plan, dacă distanţa de la centrul sferei până 

la plan este mai mică decât raza sferei?
7. Ce este numit cercul mare al bilei?
8. Care plan este numit planul tangent la sferă?
9. Ce proprietate are raza, dusă în punctul de tangenţă al planului şi sferei?

EXERCIŢII

21.1. ° Daţi exemple de obiecte din lumea înconjurătoare, obiecte, folosite 
în viaţa de toate zilele, care au formă de sferă (bilă).

21.2. ° Raza bilei este egală cu Vă cm. Aparţine oare bilei punctul A, 
dacă el este depărtat de centrul bilei:
1) cu 2 cm; 2) cu 2,3 cm?

21.3. ° Punctele C şi D se află pe sfera cu centrul O, diametrul căreia 
este egal cu 8 cm. Aflaţi segmentul CD, dacă triunghiul COD este 
dreptunghic.

21.4. ° Pe sfera cu centrul O, s-au notat punctele A şi В astfel, că 
AB = 18 cm. Aflaţi raza sferei, dacă distanţa de la punctul O până la 
dreapta AB este gală cu 12 cm.

21.5. ° Sunt date sfera cu raza de 6 cm şi planul a. Care trebuie să fie 
distanţa de la centrul sferei până la planul a, ca:
1) sfera şi planul să nu aibă puncte comune:
2) sfera şi planul să aibă numai un punct comun:
3) secţiunea sferei cu planul secant să fie circumferinţă:
4) secţiunea sferei şi a planului să fie circumferinţa cu cea mai mare 

lungime posibilă?
21.6. ° Diametrul sferei este egal cu 20 cm, iar distanţa de la centrul ei 

până la planul a este gală cu 12 cm. Au oare puncte comune sfera 
dată şi planul a?

21.7. ° Câte plane, ce sunt tangente la sferă, se pot duce prin punctul:
1) are aparţine acestei sfere:
2) care este amplasat în afara sferei?
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21.8. ° 1) Care paralelă geografică este cea mai mare circumferinţă a 
globului Pământesc?
2) Aflaţi lungimea cercului polar al Pământului, acceptând raza 

Pământului egală cu 6400 km. Răspunsul rotunjiţi-1 până la mii 
de kilometri.

3) Calculaţi calea, pe care o parcurge intr-o zi localitatea în care trăiţi 
ca urmare a rotaţiei Pământului în jurul axei sale.

21.9. ° Raza bilei este egală cu 5 cm. Aflaţi aria cercului mare a ei.
O- 1 1 21.10.° Demonstraţi, că dacă planul a intersectează sfera cu centul 

O în circumferinţa de secţiune cu centrul O , atunci 0 0  _L a.
21.11. ° Sfera este secţionată cu un plan, distanţa de la care până la cen

trul sferei este egală cu 6 cm. Lungimea liniei de intersecţie a sferei 
cu planul este egală cu 16л cm. Aflaţi raza sferei.

21.12. " Secţiunea bilei cu raza de 13 cm cu un plan este un cerc, aria 
căruia este egală cu 25л cm2. Aflaţi distanţa de la centrul bilei până 
la planul secţiunii.

21.13. " Prin capătul diametrului bilei cu raza R este dus un plan, care 
face cu acest diametru unghiul a, a Ф 90°. Aflaţi aria secţiunii create 
a bilei.

21.14. " Aflaţi lungimea liniei de intersecţie a sferei cu planul, depărtat 
de la centrul sferei cu 2 cm, dacă raza sferei, dusă întru-n punct al 
acestei linii, creează cu planul dat ughiul de 30°.

21.15. " Vârfurile unui dreptunghi se află pe sfera cu raza de 26 cm. 
Aflaţi distanţa de la centrul sferei până la planul dreptunghiului, 
dacă laturile lui sunt egale cu 12 cm şi 16 cm.

21.16. " Pe suprafaţa sferei sunt notate punctele А, В şi C astfel, că AB = 
= BC = 15 cm, ZABC = 120°. Aflaţi distanţa de la centrul sferei până 
la planul ABC, dacă raza sferei este egală cu 17 cm.

21.17. " Vârfurile triunghiului cu laturile de 1 cm, V3 cm şi 2 cm se află 
pe sferă. Aflaţi raza sferei, dacă distanţa de la centrul ei până la 
planul acestui triunghi este egală cu 4 Vil cm.

21.18. " Două bile razele cărora sunt egale cu 7 cm şi 9 cm, au un centru 
comun. Planul a este tangent la bila mică. Aflaţi aria secţiunii bilei 
mari cu planul a.

21.19. ’ ’ Raza sferei este egală cu 40 cm. Punctul A, care aparţine planu
lui, ce este tangent la această sferă, este depărtat de punctul tangenţei 
cu 9 cm. Aflaţi distanţa de la punctul A până la cel mai apropiat de 
el punct al sferei.
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21.20. ’ ’ Prin punctul M  al sferei cu raza de 112 cm s-a dus un plan tan
gent. Pe acest plan este notat punctul K, distanţa de la care până la 
cel mai depărtat punct al sferei este egală cu 225 cm. Aflaţi distanţa 
dintre punctele M  şi K.

21.21. * Secţiunile bilei, planele cărora sunt perpendiculare, au o coardă 
comună cu lungimea de 12 cm. Aflaţi razele bilelor, dacă ariile secţi
unilor date sunt egale cu 64л cm2 şi 100л cm 2.

21.22. * Secţiunile bilelor, planele cărora sunt perpendiculare, au o coar
dă comună. Distanţa de la centrul bilei până la planul uneia din 
secţiuni este egală cu 4 cm, iar până la planul alteia -  5 cm. Aflaţi 
lungimea coardei comune a acestor secţiuni, dacă raza bilelor este 
egală cu 5-\/2 cm.

EXERCIŢII PENTRU REPETARE

21.23. Aflaţi lungimea circumferinţei, circumscrise trapezului isoscel cu 
bazele de 6 cm şi 8 cm şi înălţimea 7 cm.

21.24. înălţimea triunghiului isoscel, dusă la baza lui, este egală cu 
32 cm, iar raza circumferinţei înscrise — 12 cm. Aflaţi raza circumfe
rinţei, circumscrise triunghiului.

21.25. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu a, iar 
ughiul dintre apotemele a două feţe megieşe este egal cu 60°. Aflaţi 
aria suprafeţei laterale a piramidei.

ÎNSĂRCINAREA NR. 5 „CONTROLEAZĂ-TE” ÎN FORMĂ TEST

1. Calculaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului, secţiunea axială a
căruia este un pătrat cu latura de 8 cm.
А) 32л cm2; В) 64л cm2; C) 128л cm2; D) 256л cm2.

2. înălţimea unui cilindru este egală cu 8 cm, raza bazei — 5 cm. La 
distanţa de 4 cm de la axa cilindrului paralel cu ea este dus un plan. 
Aflaţi aria secţiunii create.
A) 40 cm2; ’ B) 24 cm2; C) 48 cm2; D) 64 cm2.

3. înălţimea cilindrului este egală cu 6 cm, iar aria suprafeţei laterale 
a lui — 24л cm2. Cu ce este egală aria bazei cilindrului?
А) 4л cm2; B) 4 cm2; C) Зл cm2; D) 6л cm2.
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4. O coardă a bazei de jos a cilindrului este văzută din centrul acesteibaze 
sub unghiul a. Segmentul, care uneşte centrul bazei de sus cu mijlo
cul acestei coarde, este înclinat la planul bazei sub unghiul p. Aflaţi 
aria suprafeţei laterale a cilindrului, dacă raza bazei este egală cu r.

A) 2;i;r2cos^-tgP; C) 2;i;r2sin^-tgP;

B) 2л:г2 cosatgP; D) 2л;г2 sinatgp.

5. Unghiul dintre generatoare şi planul bazei conului este egal cu 60°, 
iar înălţimea conului este de 9>/з cm. Cu ce este egală generatoarea 
conului?

A) cm; В) 18л/з cm; C) 13,5 cm; D) 18 cm.
2

6. Raza bazei conului este egală cu 12 cm, iar unghiul de la vârful sec
ţiunii axiale — 120°. Aflaţi înălţimea conului.
A) 6V3 cm; В) 8л/з cm; C) 12л/з cm; D) 4V3 cm.

7. Calculaţi aria suprafeţei laterale a conului, diametrul bazei căreia 
este egal cu 12 cm, iar generatoarea -  17 cm.
А) 102tt cm2; В) 204тг cm2; C) 34n cm2; D) 68тг cm2.

8. Aria suprafeţei laterale a conului este egală cu 240л cm2 Cu ce este 
egală înălţimea conului, dacă raza bazei lui este egală cu 12 cm?
A) 12 cm; B) 16 cm; C) 20 cm; D) 2 cm.

9. Paralel cu axa cilindrului, raza bazei căruia este egală cu 8 cm, s-a 
dus un plan, ce intersectează baza cilindrului după o coardă, care 
întinde un arc, măsura în grade a căruia este egală cu 120°. Aflaţi 
aria secţiunii, dacă diagonala ei este egală cu 16 cm.
A) 64 cm2; B) 64-\/3 cm2; C) 16 cm2; D) Іб-^З cm2.

10. în baza conului s-a dus o coardă, care este văzută din centrul bazei 
sub unghiul a ,  iar din vârful conului — sub unghiul p. Aflaţi aria su
prafeţei laterale a conului, dacă raza bazei lui este egală cu r.

2 ao n r  cos—
A) nr2 cos— sin—; C) ------- — ;

sin—
2

2 ao ПГ S Î n  —

B) nr2 sin— sin -; D) -------
2 2 . Psin—

2



însărcinarea nr. 5 „controlează-te” în formă test 139

11. Cateta triunghiului dreptunghic este egală cu 6 cm, iar ughiul alătu
rat ei este egal cu 30°. Aflaţi aria suprafeţei laterale a conului, creat 
în rezultatul rotaţiei acestui triunghi în jurul catetei date.
А) 24тгл/з cm2; В) 12п^3 cm2; C) 24тг cm2; D) 12тг cm2.

12. în bila cu centrul O, reprezentată în desen, s-a aplicat secţiunea cu 
centrul 0 1 la distanţa de 12 cm de la centrul bilei. Aflaţi raza bilei, 
dacă raza secţiunii este egală cu 9 cm.
A )  10 cm; C )15 cm;
B) 12 cm; D) 21 cm.

13. Prin capătul razei bilei s-a dus o secţiune, 
care creează cu această rază unghiul de 45°.
Aflaţi raza bilei, dacă aria secţiunii bilei este 
egală cu 3671 cm2.
A) 6-^2 cm; C) 12V2 cm;
B) 6 cm; D) 12 cm.

14. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egală cu c, iar unul din 
unghiurile ascuţite este egal cu a. Aflaţi aria suprafeţei laterale a 
conului, creat în rezultatul rotaţiei acestui triunghi în jurul catetei, 
opuse unghiului dat.

2 2 
1 \ TLC 2 • /~i \ 2 тч\ TLCA) ------ ; JB) nc sin a; C) nc cos a; D) ------ .

şina cosa
15. Prin două generatoare ale conului, unghiul dintre care este egal cu 

45 0 s-a dus o secţiune. Aflaţi aria acestei secţiuni, dacă înălţimea 
conului este egală cu h şi creează cu generatoarea lui un unghi de 30°.
» , '•'Ve. h2J i  2I.-V2 h S
A )  ~ T '  B )  ~ T '  C )  ~ r -  D )  — •

16. Planul a este tangent la bila cu centrul O în punctul A. Punctul В 
aparţine planului a şi este depărtat de la centrul bilei cu 10 cm. Aflaţi 
segmentul AB, dacă raza bilei este egală cu 6 cm.
A) 8 cm; B) 6 cm; C) 2-\/34 cm; D) 2 cm.

17. Diagonala desfăşuratei suprafeţei laterale a cilindrului este egală 
cu 4tt Vă cm, iar raza bazei cilindrului — 2 cm. Aflaţi înălţimea cilin
drului.
A) 9n cm; В) 8тг cm; C) 9 cm; D) 8 cm.

18. Aria suprafeţei laterale a unui cilindru este egală cu 28 cm2. Cu ce 
este egală aria suprafeţei laterale a altui cilindru, dacă razele bazelor 
ale acestor cilindre sunt egale, iar înălţimea celui de-al doilea cilindru 
este de 3 ori mai mică decât înălţimea primului cilindru?
A) 14 cm2; B) 7 cm2; C) 56 cm2; D) Nu se poate stabili.



140 § 5. Corpuri de rotaţie

PRINCIPALUL ÎN PARAGRAFUL 5

Aria suprafeţei laterale a cilindrului
Ca arie St a suprafeţei laterale a cilindrului este considerată aria 
desfăşuratei suprafeţei laterale a lui.
Sj = 2nrh, unde Sj este aria suprafeţei laterale a cilindrului, r — raza 
bazei cilindrului, h — lungimea înălţimii cilindrului.

Aria suprafeţei totale a cilindrului
S = S ,  + 2S, ., unde £  -  aria suprafeţei totale a cilindrului, S, . -

t l baza7 t A 5 7 baza

aria bazei cilindrului.
St = 2 nrh + 2 nr2

Aria suprafeţei laterale a conului
Ca arie Sl a suprafeţei laterale a conului este considerată aria des
făşuratei suprafeţei laterale a lui.
Sj = nrl, unde r — este raza bazei, l — lungimea generatoarei conului.

Aria suprafeţei totale a conului
S = S, + S, ., unde >S' — aria suprafeţei totale a conului, S, . — aria

t l baza7 t A 5 7 baza

bazei conului.
St = nrl + nr2

Amplasarea reciprocă a sferei şi planului
Dacă distanţa de la centrul sferei până la plan este mai mică decât 
raza sferei, atunci secţiunea sferei cu planul secant este o circumfe
rinţă.
Planul, care are cu sfera un singur punct comun, se numeşte plan 
tangent la sferă. Acest punct comun se numeşte punct de tangenţă, 
în acest caz distanţa de la centrul sferei până la acest plan este ega
lă cu raza sferei.
Planul tangent la sferă este perpendicular pe raza, dusă în punctul 
de tangenţă.



VOLUMELE 
CORPURILOR 
ARIA SFEREI

în acest capitol mai detailat o să faceţi cunoştinţă cu noţiunea de volum deja 
cunoscută, o să studiaţi formule noi pentru calcularea volumelor poliedrelor 
şi corpurilor de rotaţie. O să vă învăţaţi să găsiţi suprafaţa sferei.

22. Volumul corpului. Formulele pentru calculul 
volumului prismei şi a piramidei

Cu o astfel de mărime, ca volumul, vă ciocniţi adesea în viaţa cotidi
ană: volumul unui pachet de suc, volumul unui borcan de sticlă, indicii 
consumului a apei sau combustibilului pe contoare (fig. 22.1). Cu noţi
unea de volum aţi făcut cunoştinţă în cursul de matematică clasa a 5-а. 
Totodată această noţiune de multe ori aţi folosit-o, de exemplu, la lecţi
ile de fizică şi chimie.

Fig. 22.1

Studiind planimetria, voi frecvent v-aţi întâlnit cu o astfel de mărime, 
ca aria figurii. Volumul corpului în stereometrie este analogul ariei fi
gurii în planimetrie. De observat această analogie nu este complicat, 
dacă comparăm definiţia ariei poligonului, stucbată de voi în clasa a 8-а, 
cu o astfel de definiţie.

D efiniţ ie .  Volum ul  corpului  se numeşte mărimea pozi
tivă, care posedă astfel de proprietăţi:

1) corpurile egale an volume egale;
2) dacă corpid e compus din câteva alte corpuri, atunci vo

lumul lui este egal cu suma volumelor acestor corpuri;
3) ca unitate de măsură a volumului corpului, se va alege 

cubul unitate, adică cubul cu muchia, care este egală cu 
unitatea de măsură a lungimii.
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Studierea volumelor corpurilor o vom începe de la poliedre.
De măsurat volumul poliedrului aceasta înseamnă de comparat vo

lumul lui cu volumul cubului unitate. Ca rezultat vom obţine o valoare 
numerică a volumului poliedrului dat. Acest număr indică, de câte ori 
volumul poliedrului dat se deosebeşte de volumul cubului unitate.

Vom arăta, cum, bazându-ne pe definiţie, de aflat volumul, de exem
plu, a paralelipipedului dreptunghiular cu muchiile 1 cm, 1 cm şi 3 cm
(fig. 22.2).

Astfel de paralelipiped se poate împărţi în trei cuburi cu muchia de 
1 cm. Din proprietatea a 2-а a volumului reiese, că volumul paralelipi
pedului dat este egal cu trei volume ale cubului cu muchia de 1 cm 
(prescurtat se scrie 3 cm3).

/ V 71111 c = h

S У ь

1 cm 1 cm 1 cm
/ Z Z Z Z

4
N

\ ч 
 ̂

\ 
1 

4 
| --- —

*
ф

* " A

F ig . 2 2 .2  F ig . 2 2 .3

în timpul calculării volumelor corpurilor este comod de aplicat for
mulele care oferă posibilitatea aflării volumului corpului conform unor 
anumite elemente ale lui.

în particular, dacă măsurătorile paralelipipedului, dreptunghiular 
sunt egale cu a, b şi c, atunci volumul lui, V se poate calcula după for
mula

V= abc

Atragem atenţia, că produsul ab este egal cu aria S a bazei parale
lipipedului dreptunghiular, iar muchia c este înălţimea lui (fig. 22.3). 
Atunci formula volumului paralelipipedului dreptunghiular se poate 
scrie astfel:

V = Sh

Această formulă se foloseşte şi pentru calcularea volumului prismei. 
Teorem a 22.1. Volumul V al prismei cu înălţimea, ce este 

egală cu h, şi baza, aria căreia este egală cu S, se poate calcula 
după formula

V= Sh
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Aflarea volumelor corpurilor este o problemă complicată. Nu în zădar 
formula calculării volumului piramidei, găsită de savanţii Greciei Anti
ce, se consideră una din cele mai mari realizări ale ştiinţei antice.

Teorema 22.2. Volumul V al piramidei, cu înălţimea, ce este 
egală cu h, şi baza, aria căreia este egală cu S, se poate calcul 
după formula

V = —Sh 
3

P rob lem ă.  Baza piramidei patrulatere MABCD este dreptunghiul 
ABCD. Faţa laterală AMB este perpendiculară la planul bazei. Aflaţi 
volumul piramidei, dacă AB = 10 cm, BC = 12 cm, MA =MB = 13 cm.

R ezo lv a re :  Ducem înălţimea M K  a triunghiului .4MB (fig. 22.4). 
Deoarece AMB _L ABC. atunci M K  _L ABC. Deci, segmentul M K -  este 
înălţimea piramidei date.

Deoarece MA =MB, atunci segmentul M K  este mediana triunghiu
lui AMB. De a ici. 1K = I\B = 5 cm.

Din triunghiul dreptunghic MKA obţinem:

MK = Vl32 - 5 2 = 12 (cm).
Aria dreptunghiului ABCD este egală cu 120 cm2. Acum putem afla 

volumul V al piramidei:

V = ■ MK = -  ■ 120 ■ 12 = 480 (cm3).
3 3

R ă sp u n s: 480 cm3. ◄

1. Ce se numeşte volumul corpului?
2. Ce înseamnă a măsura volumul poliedrului?
3. După ce formule se calculează volumul paralelipipedului dreptunghiular?
4. După ce formulă se calculează volumul prismei?
5. După ce formulă se calculează volumul piramidei?

EXERCIŢII
22.1.° Cu ce este egal volumul prismei, aria bazei căreia este egală cu 

12 cm3, iar înălţimea — 5 cm?
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22.2. ° Aflaţi volumul cubului, diagonala căruia este egală cu 2л/з cm.
22.3. ° Cum se va modifica volumul cubului, dacă fiecare din muchiile 

lui de le mărit de 3-і ori?
22.4. ° Aflaţi volumul prismei triunghiulare regulate, fiecare muchie a 

căreia este egală cu a.
22.5. ° Aflaţi volumul prismei hexagonale regulate, fiecare muchie a 

căreia este egală cu a.
22.6. ° Aflaţi volumul prismei patrulatere regulate, latura bazei căreia 

este egală cu o, iar unghiul dintre diagonala prismei şi planul bazei 
este egal cu a.

22.1° înălţimea prismei triunghiulare regulate este egală cu h, iar 
diagonala feţei laterale creează cu planul bazei unghiul a. Aflaţi 
volumul prismei.

22.8. ° Muchiile paralelipipedului dreptunghiular sunt proporţionale 
cu numerele 2, 3 şi 6, iar diagonala lui este egală cu 14 cm. Aflaţi 
volumul paralelipipedului.

22.9. ° Dimensiunile paralelipipedului dreptunghiular sunt egale cu 
4 cm, 6 cm şi 9 cm. Aflaţi muchia cubului, al cărui volum este egal 
cu volumul paralelipipedului dat.

22.10. ° Secţiunea terasamentului căii ferate are forma unui trapez, baza 
de jos a căruia este egală cu 15 m, baza de sus -  8 m, iar înălţimea -  
3,2 m. Câţi metri cubi de pământ vor fi necesari, pentru a construi 1 
km, de terasament.

22.11. ° Hala, în care vor lucra o lucrători, are forma unui paralelipiped 
dreptunghiular. Pentru ca încăperea halei să corespundă normelor 
sanitare, pentru fiecare lucrător al halei trebuie să revină b m3 de aer. 
Care trebuie să fie în acest caz înălţimea h a halei, dacă aria podelii 
ei alcătuieşte S m2?

22.12. ° Găsiţi capacitatea unei magazii cu acoperişul în două ape 
(fig. 22.5), dacă lungimea magaziei este egală cu 12 m, lăţimea -  8 
m, înălţimea pereţilor — 3,5 m, iar înălţimea crestei acoperişului — 6 
m (grosimea pereţilor se neglijează).

22.13. ° Aflaţi volumul piramidei:
1) baza căreia este un pătrat cu latura de 2 cm, iar înălţimea pira

midei este egală cu 2 cm:
2) baza căreia este un romb cu diagonalele 2 cm şi 3 cm, iar înălţimea 

piramidei este egală cu 10 cm:
3) baza căreia este un triunghi cu laturile de 6 cm şi 9 cm şi cu un

ghiul dintre ele de 30°, iar înălţimea piramidei este egală cu 12 cm.
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22.14. ° Aflaţi înălţimea piramidei, volumul căreia este egal cu 20 cm3, 
iar aria bazei -  15 cm2.

22.15. ° Baza piramidei este un dreptunghi, laturile căruia se raportă ca 
2 : 3, înălţimea piramidei este egală cu 5 cm, iar volumul — 90 cm3. 
Aflaţi perimetrul bazei piramidei

22.16. ° Cum se va modifica volumul piramidei, dacă fiecare latură a 
bazei ei se va mări de 3 ori, iar înălţimea — de 4 ori?

22.17. ° Latura bazei a unei piramide hexagonale regulate este egală cu 
5 cm, iar muchia laterală — 13 cm. Aflaţi volumul piramidei

22.18. ° Latura bazei a unei piramide patrulatere regulate este egală cu 
4 cm, iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei este egal cu 
60°. Aflaţi volumul piramidei.

22.19. ° Un cub de lemn, muchia căruia este egală cu 12 cm, s-a tăiat în 
două părţi: o piramidă triunghiulară şi un heptaedru (fig. 22.6). Aflaţi 
volumul heptaedrului, dacă planul tăieturii trece prin mijlocul a trei 
muchii ale cubului, care au un vârf comun.

22.20. ° Latura bazei, unei piramide triunghiulare regulate este egală 
cu 6 cm, iar muchia laterală creează cu planul bazei un unghi de 45°. 
Aflaţi volumul piramidei.

22.21. " Baza unei prisme drepte este un romb cu latura de 8 cm, şi 
unghiul de 60°. Diagonala mică a prismei este egală cu 17 cm. Aflaţi 
volumul prismei.

22.22. " Diagonala unui paralelipiped dreptunghic este egală cu 12 cm 
şi creează cu planul bazei un unghi de 30°. Unghiul dintre diagonala 
bazei şi una din laturile ei este egal cu 60°. Aflaţi volumul paraleli
pipedului.

22.23. " Baza unei prisme drepte este un trapez isoscel cu bazele 3 cm 
şi 11 cm şi diagonala 10 cm. Diagonala prismei este egală cu 26 cm. 
Aflaţi volumul prismei.

Fig. 22.5 Fig. 22.6
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22.24. " Baza unei prisme oblice este un paralelogram cu laturile de 3 cm 
şi 8 cm şi unghiul de 30°. Muchia laterală a prismei este egală cu 12 cm 
şi creează cu planul bazei 45°. Aflaţi volumul prismei.

22.25. " Baza unei prisme oblice este un triunghi cu laturile de 4л/з cm 
şi 5 cm şi unghiul dintre ele de 120°. Muchia laterală a prismei este 
egală cu 20 cm şi creează cu înălţimea prismei unghi de 60°. Aflaţi 
volumul prismei.

22.26. " Volumul unei prisme drepte A B C A ^C j, 
prezentată în figura 22.7, este egal cu V. Punc
tul D  este mijlocul muchiei AA . Aflaţi volumul 
piramidei DABC.

22.27. " Aflaţi volumul piramidei patrulatere regu
late, muchia căreia este egală cu b şi creează cu 
înălţimea piramidei unghiul a.

22.28. " Aflaţi volumul tetraedrului regulat muchia 
căruia este egală cu a.

22.29. " Aflaţi volumul piramidei triunghiulare regulate, muchia laterală 
a căreia este egală cu b şi creează cu planul bazei unghiul a.

22.30. "" Diagonala unei prisme patrulatere regulate este egală cu d şi 
creează cu planul bazei unghiul a. Aflaţi volumul prismei.

22.31. "" Diagonala unui paralelipiped dreptunghic este egală cu d şi cre
ează cu planul bazei unghiul a, iar cu planul feţei laterale — unghiul 
p. Aflaţi volumul paralelipipedului.

22.32. "" Aflaţi volumul unei prisme hexagonale regulate ABCDEFA 
В C D E F  , dacă diagonalele ei A D şi A E sunt egale cu 13 cm şi 
12 cm corespunzător.

22.33. "  Baza unei prisme drepte ABCDA1B1C1D1 este rombul ЛВСІ). Se 
cunoaşte, că ZBAD = a, AC = d. Prin dreapta BD şi punctul C s-a dus 
un plan, care creează cu planul bazei unghiul p. Aflaţi volumul prismei.

22.34. ”  Baza unei prisme drepte ABCA В C este triunghiul ABC. Se 
cunoaşte, că ZACB = 90°, ZABC = P, AB = c. Planul A XBC creează cu 
planul bazei unghiul a. Aflaţi volumul prismei.

22.35. ”  Baza unei prisme oblice ABCA В C este triunghiul echilateral 
ABC cu latura a. Vârful prismei Ax este egal depărtat de la vârfurile 
triunghiului ABC, iar unghiul dintre muchia AA şi planul bazei este 
egal cu a. Aflaţi volumul prismei.
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22.36. ’ ’ Baza prismei oblice ABCDA1B1C1D1 este pătratul ABCD cu

latura a, muchia laterală a prismei este egală cu Vârful A x al

prismei este egal depărtat de la laturile pătratului ABCD. Aflaţi vo
lumul prismei.

22.37. ’ ’ Baza unei piramide este triunghiul cu laturile 3-7ІО cm, 
3>/Î0 cm şi 6 cm. Fiecare muchie laterală a piramidei este egală cu 
13 cm. Aflaţi volumul piramidei.

22.38. ’ ’ Baza unei piramide este dreptunghiul cu laturile 24 cm şi 18 cm, 
iar fiecare muchie laterală a ei este egală cu 25 cm. Aflaţi volumul 
piramidei.

22.39.’ ’ Baza unei piramide este triunghiul dreptunghic cu cateta o şi 
unghiul alăturat ei egal cu a. Fiecare muchie laterală a piramidei 
este înclinată la planul bazei sub unghiul egal cu p. Aflaţi volumul 
piramidei.

22.40. ’ ’ Baza unei piramide este triunghiul isoscel, latura laterală a 
căruia este egală cu b. Unghiul dintre laturile laterale ale bazei pi
ramidei este egal cu p. Fiecare muchie laterală a piramidei creează 
cu planul bazei ei unghiul a. Aflaţi volumul piramidei.

22.41. ’ ’ Baza unei piramide este rombul cu latura o şi unghiul a. Un
ghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazelor sunt egale cu p. 
Aflaţi volumul piramidei.

22.42. ’ ’ Baza unei piramide este trapezul, laturile paralele ale căruia 
sunt egale cu 4 cm şi 10 cm. Unghiurile diedre ale piramidei de la 
muchiile bazei sunt egale cu 45°, iar înălţimea piramidei este egală 
cu 2л[Е cm. Aflaţi volumul piramidei.

22.43. ’ ’ Baza unei piramide este triunghiul cu laturile 6 cm, 25 cm şi 
29 cm. Unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale 
cu 60°. Aflaţi volumul piramidei.

22.44. ’ ’ Baza unei piramide este un triunghi regulat cu latura a. Două 
feţe laterale ale piramidei sunt perpendiculare pe bază, iar a treia este 
înclinată la ea sub unghiul de 60°. Aflaţi volumul piramidei.

22.45. ’ ’ Baza unei piramide este un triunghi regulat cu latura a. Una 
din feţele laterale ale piramidei este perpendiculară pe bază, iar altele 
două sunt înclinate la ea sub unghiul de 45°. Aflaţi volumul piramidei.

22.46. ’ ’ Baza piramidei MABCD este pătratul ABCD. Muchia laterală 
AMB este perpendiculară la planul bazei, MA = MB, distanţa de la 
punctul M  până la dreapta CD este egală cu 10 cm. Aflaţi volumul 
piramidei, dacă înălţimea ei este egală cu 8 cm.
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EXERCIŢII PENTRU REPETARE

22.47. înălţimile paralelogramului sunt egale cu 8 cm şi 12 cm, 
unghiul dintre ele — 60°. Aliaţi aria paralelogramului.

iar

22.48. Diagonala mare a trapezului dreptunghic împarte înălţimea, 
dusă din vârful unghiului obtuz, în segmentele cu lungimile de 9 cm 
şi 15 cm, iar latura laterală mare a trapezului este egală cu baza mică 
a lui. Aflaţi aria trapezului.

22.49. Sunt daţi vectorii m(3; -2 ; p) şi n (-9; 6; -12).

1) Pentru care valoare a lui p  vectorii m şi n sunt coliniari?

2) Pentru care valoare a lui p  vectorul m va fi perpendicular la
axa z?

23. Volumele corpurilor de rotaţie. Aria sferei
în figura 23.1 sunt reprezentate prismele regulate cu 6, 12 şi 24 feţe, 

aria bazei fiecăreia din ele este egală cu S, iar înălţimea -  h. Atunci 
volumul fiecărei din aceste prisme este egal cu Sh.

Fig. 23.1

Atragem atenţia, cu cât este mai mare numărul de laturi al bazei 
prismei, cu atât această prismă este mai asemănătoare cu cilindrul. 
Aceste raţionamente ne insuflă, că are loc aşa o teoremă.

Teorem a 23.1. Volumul cilindrului Vcu aria bazei Sşi înăl
ţimea h se poate calcula după formula

V = Sh
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Dacă raza bazei cilindrului este egală cu r, atunci formula dată se 
poate scrie în aspectul

Fig. 23.2

în figura 23.2 sunt prezentate piramidele regulate cu 6, 12 şi 24 feţe, 
aria bazei fiecăreia din ele fiind egală cu S, iar înălţimea — h. Atunci

volumul fiecăreia din aceste piramide este egal cu — Sh.
Atragem atenţia, cu cât este mai mare numărul de laturi al bazei 

piramidei, cu atât această piramidă este mai asemănătoare cu conul. 
Aceste raţionamente ne insuflă, că are loc aşa o teoremă.

T eorem a 23.2. Volumul conului V cu aria bazei S şi înălţi
mea h se poate calcula după formula

V  = - S h  
3

Dacă raza bazei conului este egală cu r, atunci formula dată se poa
te scrie în aspectul

V  = —n r2h  
3

Spre deosebire de cilindru şi con, sfera nu se poate „aproxima” prin 
poliedre regulate, de aceea volumul sferei se determină prin altă moda
litate. Formulele pentru calculul volumului sferei şi a ariei sferei pentru 
prima dată au fost obţinute de genialul matematician al Greciei Antice 
Arhimede.

T eorem a 23.3. Volumul Val bilei cu razaRsepoate calcula 
după formula

4 oV = -nR\ 
3

iar aria S a sferei cu raza R se poate calcula conform formulei

S = 4nR2



150 § 6. Volumele corpurilor. Aria sferei

P r o b l e m ă .  Aflaţi volumul conului, generatoarea căruia este 
egală cu l şi este înclinată la planul bazei sub unghiul cp.

K
R ezo lv a re : în figura 23.3 este reprezentat conul, 

generatoarea căruia KL este egală cu l şi face cu planul 
bazei unghiul cp. Fie O, centrul bazei conului. Din tri
unghiul clreptunghic KLO aflăm raza bazei r şi înălţi
mea h. Avem:

r = l cos cp, 
h = l sin cp.

Folosind formula V = —nr2h, aflăm volumul conu- 
3

lui:

ni3 cos2cpsincp.

R ă sp u n s: — nl3 cos2cpsincp. ◄

?  —
1. După care formule se calculează volumul cilindrului?
2. După care formule se calculează volumul conului?
3. După care formulă se calculează volumul sferei?
4. După care formulă se calculează aria sferei?

EXERCIŢII

23.1. ° Aflaţi volumul cilindrului, raza bazei căruia este egală cu 4 cm, 
iar înălţimea — 5 cm.

23.2. ° Aflaţi înălţimea cilindrului, volumul căruia este egal cu 98л cm3, 
iar raza bazei -  7 cm.

23.3. ° Aflaţi raza bazei cilindrului, volumul căruia este egal cu 252л cm3, 
iar înălţimea — 7 cm.

23.4. ° Aflaţi volumul corpului, obţinut în rezultatul rotirii dreptunghiu
lui cu laturile a şi b în jurul dreptei, care conţine latura lui, ce este 
egală cu b.

23.5. ° înălţimea cilindrului este egală cu H, iar secţiunea axială a ci
lindrului este un pătrat. Aflaţi volumul cilindrului.

23.6. ° Diagonala secţiunii axiale a cilindrului este egală cu 20 cm şi 
creează cu planul bazei un unghi de 30°. Aflaţi volumul cilindrului.



23. Volumele corpurilor de rotaţie. Aria sferei 151

23.7. ° Intr-un vas cilindric, umplut cu apă, au scufundat o piesă metali
că. Totodată s-a dovedit, că piesa este acoperită în întregime de apă. 
Nivelul apei în vas s-a ridicat cu 14 cm, fără sa ajungă la marginea 
de sus a vasului. Adaţi volumul piesei, dacă diametrul interior al 
vasului este egal cu 20 cm.

23.8. ° Aliaţi volumul conului, raza bazei căruia este egală cu 6 cm, iar 
înălţimea — 5 cm.

23.9. ° Aliaţi înălţimea conului, volumul căruia este egal cu 24л cm3, iar 
raza bazei -  3 cm.

23.10. ° Volumul conului este egal cu 50 cm3, iar înălţimea — 6 cm. Aliaţi 
raza bazei conului.

23.11. ° O movilă de pietriş are forma unui con, raza bazei căruia este 
2,1 m, iar generatoarea -  3,5 m. Câte tone alcătuieşte masa pietrişu
lui, adunată în această movilă, dacă masa 1 m3 de pietriş este egală 
cu 3 t? Rotunjiţi răspunsul până la unităţi.

23.12. ° Secţiunea axială a conului este triunghi echilateral, iar raza 
bazei conului este egală cu R. Aliaţi volumul conului.

23.13. ° Aflaţi volumul conului, înălţimea căruia este egală cu 4 cm, iar 
unghiul dintre generatoare şi planului bazei este egal cu 30°.

23.14. ° Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egală cu 10 cm, unul 
din unghiuri — 60°. Aliaţi volumul corpului, obţinut în rezultatul ro
tirii triunghiului dat în jurul dreptei, care conţine cateta, alăturată 
unghiului dat.

23.15. ° Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este egală cu 13 cm, iar una 
din catete — 5 cm. Aliaţi volumul corpului, obţinut în rezultatul rotirii 
triunghiului dat în jurul dreptei, care conţine cateta dată.

23.16. ° Aliaţi volumul bilei, raza căreia este egală cu 3 cm.
O—i 123.17.° Demonstraţi, că volumele a două bile se raportă ca cuburile 

razelor lor.
23.18. ° De câte ori este necesar de mărit raza bilei, ca volumul ei să se 

mărească de 5 ori?
23.19. ° Volumele a două bile se raportă ca 8 : 25, Găsiţi raportul razelor 

lor.
23.20. ° Raza sferei este egală cu 5 cm. Cu ce este egală aria ei?
23.21. ° Aliaţi raza sferei, aria căreia este egală cu 2 5671 cm2.
23.22. ° Raza unei bile au mărit-o de 7 ori. Cum s-a modificat aria su

prafeţei ei?
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23.23. ° Cum trebuie de schimbat raza bilei, ca aria suprafeţei ei să se 
micşoreze de 3 ori?

23.24. ° Volumele a două bile se raportă ca 27 : 125. Cum se raportă 
ariile suprafeţelor lor?

23.25. " Un fir de aluminiu cu diametrul de 10 mm are masa de 16,3 kg. 
Greutatea specifică a aluminiului este egală cu 2600 kg/m3. Care este 
lungimea firului? Răspunsul rotunjiţi-1 până la unităţi.

23.26. " O ţeavă de plumb, grosimea peretelui căreia este egală cu 4 mm, 
are diametrul interior 32 mm. Greutatea specifică a plumbului este 
egală cu 11 400 kg/m3. Câte kilograme alcătuieşte masa ţevii, dacă 
lungimea ei este egală cu 15 m? Răspunsul rotunjiţid până la unităţi.

23.27. " în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care subîntinde 
un arc, măsura în grade a căruia este egală cu a, 0< a  < 180°. Seg
mentul, ce uneşte centrul bazei de sus cu mijlocul acestei coarde, face 
cu planul bazei unghiul p. Aflaţi volumul cilindrului, dacă înălţimea 
lui este egală cu m.

23.28. " în baza de jos a cilindrului este dusă o coardă, care se vede 
din centrul acestei baze sub unghiul de 90°, iar din centrul bazei de 
sus — sub unghiul de 60°. Aflaţi volumul cilindrului, dacă raza bazei 
lui este egală cu R.

23.29. " Unghiul de la vârf al secţiunii axiale a conului este egal cu a, iar 
distanţa de la centrul bazei conului până la generatoare este egală cu 
m. Aflaţi volumul conului.

23.30. " în baza conului o coardă cu lungimea a subîntinde un arc, mă
sura în grade a căruia este egală cu a, 0 < a  < 180°. Unghiul dintre 
generatoarea conului şi planul bazei lui este egal cu p. Aflaţi volumul 
conului.

23.31. " Coarda bazei conului subîntinde un arc, măsura în grade a că
ruia este egală cu 60°. Segmentul, ce uneşte vârful conului cu mijlocul 
coardei date, face cu planul bazei conului unghi de 60°. înălţimea 
conului este egală cu Vil cm. Aflaţi volumul conului.

23.32. " Din vasul ce are forma unui con 
cu înălţimea de 8 cm şi diametrul bazei 
12 cm, umplut cu apă până la margini, 
au turnat apa intr-un vas ce are forma 
cilindrului (fig. 23.4). Diametrul bazei 
cilindrului este egal cu 8 cm. Care tre
buie să fie cea mai mică înălţime a vasu
lui cilindric, ca apa din el să nu se verse?



23. Volumele corpurilor de rotaţie. Aria sferei 153

23.33. " Stogul de fân are formă de cdindru cu vârful conic. Raza bazei 
lui este egală cu 2,5 m, înălţimea stogului întreg — 4 m, iar înălţimea 
părţii cilindrice a lui—2,2 m. Densitatea fânului este egală cu 30 kg/m3. 
Câte tone va alcătui masa stogului? Răspunsul rotunjiţi-1 până la 
zecimi.

23.34. " Bila metalică, cu raza de 15 cm au topit-o şi din metalul topit au 
format câteva bile, razele cărora sunt egale cu 3 cm. Câte astfel de 
bile s-au turnat? Pierderile de metal în timpul topirii de le neglijat.

23.35. " Trei bile de metal, razele cărora sunt egale cu 3 cm, 4 cm şi 5 cm, 
le-au topit şi din metalul obţinut au turnat o bilă. Care va fi raza bilei 
obţinute. Pierderile metalului în timpul retopirii se vor neglija.

23.36. " Aria cercului mare a bilei este egală cu S. Aflaţi aria suprafeţei 
bilei date.

23.37. " Un plan, depărtat de la centrul sferei cu 7 cm, intersectează sfera 
după o linie, lungimea căreia este egală cu 6n cm. Aflaţi aria sferei.

23.38. " Aria secţiunii bilei cu planul, depărtat de la centrul ei cu 4 cm, 
este egală cu 24л cm2. Aflaţi aria suprafeţei sferei.

23.39. " Câţi metri de pânză cu lăţimea de 1 m vor trebui pentru confec
ţionarea unui montgolfier, raza căruia, este egală cu 2 m, dacă pentru 
conexiunea detaliilor sferei şi a rămăşiţelor se cheltuie 10% de pânză? 
Răspunsul rotunjiţi-1 până la zecimi.

23.40. " în care caz se cheltuie mai multă materie primă: pentru niche- 
larea unei bile cu diametrul de 6 cm sau pentru nichelarea a 8 bile 
cu diametrul de 1 cm fiecare?

23.41. "  Paralel cu axa cilindrului s-a dus o secţiune, distanţa de la pla
nul căreia până la axa cilindrului este egală cu 12 cm. Diagonala 
secţiunii este egală cu lO-v/5 cm, iar raza bazei cilindrului — 13 cm. 
Aflaţi volumul cilindrului.

23.42. "  Planul, paralel cu axa bazei cilindrului, retează de la circumferin
ţa bazei un arc, măsura în grade a căruia este egală cu a, 0° < a < 80°. 
Diagonala secţiunii obţinute creează cu axa cilindrului unghiul p şi 
este depărtată de la ea la distanţa d. Aflaţi volumul cilindrului.

23.43. "  Aflaţi volumul corpului, obţinut în rezultatul rotirii triunghiului 
cu laturile 10 cm, 17 cm şi 21 cm în jurul dreptei, care conţine latura 
mai mare a lui.

23.44. "  Trapezul isoscel cu bazele 1 cm şi 25 cm îl rotesc în jurul drep
tei, ce conţine baza mai mare a lui. Aflaţi volumul corpului obţinut, 
dacă se cunoaşte, că în trapezul dat se poate înscrie o circumferinţă.
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23.45. ’ ’ Aflaţi volumul corpului, obţinut în rezultatul rotirii triunghiului 
clreptunghic în jurul dreptei ce conţine ipotenuza acestui triunghi, 
dacă se ştie cateta lui a şi unghiul p alăturat acestei catete.

23.46. ’ ’ Ariile a două secţiuni paralele ale sferei, amplasate de aceeaşi 
parte de centrul ei, sunt egale cu 400л cm2 şi 49л cm2 Aflaţi aria su
prafeţelor bilelor, dacă distanţa dintre planele secţiunilor este egală 
cu 9 cm.

23.47. ’ ’ Ariile a două secţiuni paralele ale sferei, amplasate pe ambele 
părţi faţă de centrul ei, sunt egale cu 9л cm2 şi 25л cm2 Aflaţi aria 
suprafeţelor sferelor, dacă distanţa dintre planele secţiunilor este 
egală cu 8 cm.

23.48. Intr-o circumferinţă este înscris patrulaterul ABCD. Unghiul A 
este de 3 ori mai mare decât unghiul C, iar unghiul В de 5 ori mai 
mic decât unghiul A. Aflaţi unghiul D.

23.49. în triunghiul isoscel MKE (M K = KE) bisectoarea unghiului E 
int ersectează latura M K  în punctul C. Aflaţi unghiurile triunghiului 
MKE, dacă ZKCE = 126°.

23.50. Modulul vectorului a (2; m +1 ;m  + 5) este egal cu 2 V3. este oare 
vectorul a coliniar cu vectorul b (-1; m + 4; m + 2)?

EXERCIŢII PENTRU REPETARE
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ÎNSĂRCINAREA NR. 6 „CONTROLEAZĂ-TE” ÎN FORMĂ TEST

1. Muchia cubului au micşorat-o de 3 ori. De câte ori s-a micşorat vo
lumul lui?
A) de 3 ori; B) de 6 ori; C) de 9 ori; D) de 27 ori.

2. Diagonala feţei cubului este egală cu a. Cu ce este egal volumul cu
bului?

A» U B) c ) ~9~; D)

3. Calculaţi volumul prismei triunghiulare regulate, latura bazei căreia 
este egală cu 20 cm, iar înălţimea — 9 cm.
A) 300V3 cm3; B) 300 cm3; C) 900 cm3; D) 900V3 cm3.

4. Calculaţi volumul prismei, baza căreia este un paralelogram cu latu
rile 6 cm şi 4 cm şi unghiul 45°, iar înălţimea prismei este egală cu 
7-\/2 cm.
A) 168 cm3; B) 84 cm3; C) 56 cm3; D) 70 cm3.

5. Baza unei prisme drepte este un triunghi dreptunghic cu ipotenuza c 
şi unghiul de 30°. Diagonala feţei laterale care conţine cateta, opusă 
unghiului dat, este înclinată la planul bazei sub unghiul de 60°. Găsiţi 
volumul prismei.

A ) 2 G
16

Bl 3c •
B) T ’

C)
3c

16
D)

3c'

6. Calculaţi volumul piramidei, baza căreia este un romb cu diagonalele 
10 cm şi 18 cm, iar înălţimea piramidei constituie 20 cm.
A) 1800 cm3; B) 600 cm3; C) 1200 cm3; D) 300 cm3.

7. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu o, iar sec
ţiunea diagonală a ei este un triunghi echilateral. Găsiţi volumul 
piramidei.

B) C)
d>t -

8. Baza piramidei este un dreptunghi cu laturile ce sunt egale cu 6 cm 
şi 8 cm. Fiecare muchie laterală a piramidei creează cu planul bazei 
ughiul de 60°. Găsiţi volumul piramidei
А) 240-\/з cm3; B) 160 cm3; C) 80 cm3; D) 80\/3 cm3.

9. Baza piramidei este triunghiul cu laturile 39 cm, 39 cm şi 30 cm. 
Unghiurile diedre ale piramidei de la muchiile bazei sunt egale cu 
45°. Găsiţi volumul piramidei.
A) 900 cm3; B) 600 cm3; C) 1800 cm3; D) 1200 cm3.
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10. Calculaţi volumul cilindrului, secţiunea axilă a căruia este pătratul 
cu latura de 8 cm.
А) 64л cm3; В) 96л cm3; C) 128л cm3; D) 512л cm3.

11. Cu ce este egală raza bazei cilindrului, volumul căruia alcătuieşte 
36л cm3, iar înălţimea este egală cu 4 cm?
A) 9 cm; В) 3 cm; C) 6 cm; D) 2-\/3 cm.

12. înălţimea conului este egală cu 9 cm, iar volumul lui — 6л cm3. Cu
ce este egală aria bazei conului?
A) 2 cm2; B) 2л cm2; C) Зл cm2; D) 6 cm2.

13. Razele conului şi a cilindrului sunt egale, înălţimea cilindrului este 
egală cu 8 cm, iar înălţimea conului —6 cm. Aflaţi raportul volumului 
cilindrului la volumul conului.
A) 4 :3 ;  В) 1 : 1; C) 4 : 1; D) 3 : 1.

14. Aria totală a suprafeţei conului este egală cu 200л cm2, iar genera- 
toarea lui — 17 cm. Aflaţi volumul conului.
А) 960л cm3; В) 320л cm3; C) 480л cm3; D) 120л cm3.

15. în baza conului este dusă o coardă cu lungimea de 12 cm, care se 
vede din centrul bazei sub unghiul de 120°. Aflaţi volumul conului, 
dacă generatoarea lui este egală cu 8 cm.

А) 64л-\/з cm3; В) 647Г~^ cm3; (]) 192л cm3; D) 64л cm3.
3

16. Calculaţi volumul sferei cu raza de 3 cm.
А) 36л cm3; В) 9л cm3; C) 108л cm3; D) 54л cm3.

17. Găsiţi rapoartele ariilor a două sfere, razele cărora sunt egale cu 
5 cm şi 10 cm.
A) 1:5;  В) 1 : 2; C) 1 : 8; D) 1 : 4.

18. Cu ce este egală raza sferei, aria căreia este de 100л cm2?
A) 100 cm; B) 50 cm; C) 5 cm; D) 20 cm.
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PRINCIPALUL ÎN PARAGRAFUL 6

Volumul corpului
Volumul corpului se numeşte mărimea pozitivă, care posedă astfel 
de proprietăţi:
1) corpurile egale au volume egale:
2) dacă corpul e compus din câteva alte corpuri, atunci volumul lui 

este egal cu suma volumelor acestor corpuri;
3) ca unitate de măsură a volumului corpului, se va alege cubul uni

tate, adică cubul cu muchia, care este egală cu unitatea de măsu
ră a lungimii.

Volumul prismei
V= Sh, unde Veste volumul prismei, S — aria bazei prismei, h — lun
gimea înălţimii prismei.

Volumul piramidei

V = —Sh, unde V— volumul piramidei, S — aria bazei piramidei, h —
3

lungimea înălţimii piramidei.

Volumul cilindrului
\ = 7zr2h, unde V este volumul cilindrului, r — raza bazei cilindrului, 
h — lungimea înălţimii cilindrului.

Volumul conului

V = —nr2h, unde Veste volumul conului, r — raza bazei conului, h —
3

lungimea înălţimii conului.

Volumul bilei

V = — nR3, unde Veste volumul bilei, R —raza bilei.
3

Aria bilei
S = 4tzR2, unde S este aria bilei, R — raza bilei.



REPETAREA CURSULUI 
DE MATEMETICĂ

24. Probleme pentru repetarea cursului de algebră
Devizibilitatea numerelor naturale. Criteriile de divizibilitate.

24.1. Care din numerele 24, 75, 83, 378, 573, 898 sunt devizibile fără 
rest: 1) cu 2; 2) cu 3?

24.2. Care din numerele 28, 85, 108, 135, 240, 396 sunt divizibile fără 
rest: 1) cu 5: 2) cu 9?

24.3. Aflaţi cel mai mare divizor comun al numerelor: 1) 24 şi 42: 2) 18 
şi 30: 3) 128 şi 192: 4) 328 şi 624.

24.4. Aflaţi cel mai mic multiplu comun al numerelor: 1) 16 şi 32: 2) 9 
şi 14: 3) 18 şi 12: 4) 16 şi 24.

24.5. înlocuiţi asteriscul în scrierea 400* cu aşa o cifră, ca numărul ob
ţinut să fie multiplu lui: 1) 2: 2) 5: 3) 9: 4) 3. Cercetaţi toate cazurile 
posibile.

24.6. Câtul incomplet, obţinut de la împărţirea a două numere cu două 
cifre este egal cu 9, iar restul — cu 8. Cu ce este egal deîmpărţitul?

24.7. Maria locuieşte în apartamentul nr. 40 a unui bloc de locuinţă cu 
5 etage. în fiecare scară, la fiecare etaj sunt repartizate câte 3 aparta
mente în ordinea creşterii numerelor: prima — la stânga, a doua — la 
mijloc, a treia -  la dreapta.
1) Care este numărul scării, în care trăieşte Maria?
2) La ce etaj locuieşte fetiţa?
3) Unde se află apartamentul ei: la stânga, la mijloc sau la dreapta?

24.8. Care număr este împărţitorul a oricărui număr natural?
24.9. Care din numerele 4025, 7540, 2754, 6225 se împarte fără rest cu 

3, dar nu se împart fără rest cu 2?
24.10. Câte numere de două cifre, multiple cu numărul: 1) 5: 2) 9: 3) 7, 

există?
24.11. Cărţile pot fi amplasate în mod egal pe 12 poliţe sau pe 8 poliţe. 

Câte cărţi sunt, dacă se ştie, că sunt mai multe de 100 de cărţi, dar 
mai puţine de 140?

24.12. Merele pot fi repartizate în mod egal în 12 pachete, sau, tot în 
mod egal, în 16 pachete. Câte mere sunt, dacă se ştie, că sunt mai 
mult de 80 de mere, dar mai puţin de 120?
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24.13. Care este cel mai mic număr care trebuie adunat cu numărul 
826, pentru ca suma obţinută să se împartă fără rest în acelaşi timp 
cu 3 şi cu 10?

24.14. Intr-o livadă cresc meri şi vişini, totodată meri sunt de 3 ori mai 
mulţi decât vişini. Cu care din numerele aduse mai jos se poate egala 
cantitatea totală de pomi din livadă?
1)18; 2)20; 3)21; 4)25.

24.15. Cu ce este egal restul ce se obţine la împărţirea cu 7 a valorii 
expresiei (5n + 8) — (5 — 2n), unde n — număr natural arbitrar?

24.16. în fiecare buchet trebuie să fie 4 trandafiri albi şi 3 roşii. Care 
este cea mai mare cantitate de astfel de buchete ce pot fi compuse din 
36 de trandafiri roşii şi 45 de trandafiri albi?

24.17. Care este una şi aceeaşi cifră, ce trebuie pusă în scrierea **25** 
în locul fiecărui asterisc, ca numărul obţinut să fie multiplu lui 6?

Numere raţionale şi operaţii cu ele

24.18. Repartizaţi în ordine descrescătoare numerele:
7 2 і 13
io’ з’ 2’ 15’

2) — ,
16 8 24 12

24.19. Aflaţi toate numerele naturale c, pentru care este adevărată 
inecuatia:
14 6 c 11) — < — <1; 11 11

0 4  2  C 52) -  < —  < - .
9 18 6

24.20. Aflaţi toate valorile naturale ale lui x, pentru care este adevăra-
x 22tă inecuatia — < — .

’ 9 45
24.21. Câte fracţii există:

3 21) cu numitorul 24, care sunt mai mari ca —, dar mai mici decât —;
8 3
7

2) cu numitorul 18, care sunt mai mari ca —, dar mai mici decât 1;

3 43) cu numitorul 28, care sunt mai mari ca —, dar mai mici decât —?
7 7

24.22. O limuzină parcurge distanţa dintre două oraşe în 5 ore, iar un 
camion -  în 8 ore. Care dintre aceste automobile va parcurge o distanţă 
mai mare: limuzina în 3 ore sau camionul în 5 ore?

24.23. Câte fracţii regulate cu numitorul 12 există?
24.24. Câte fracţii neregulate cu numărătorul 10 există?
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24.25. Cărui din intervalele date aparţine numărul —  :
15

1) (0; 0,25); 2) (0,25; 0,5); 3) (0,5; 0,75);
24.26. Calculaţi valoarea expresiei:

4) (0,75; 1)?

1) —
11 7

2) — ; 
16 32

3) —  -  — ; 
15 10

, , 3 7 54 )  -----------1-----------;
16 24 8
3 7

5) 2 -+  6— ;
4 10

6) 5 - - 2 - ;
9 7

7) 4— - 1 — ;
30 20

8)  ̂- 0,6;

9) 0,35 + — . 
15

24.27. Calculaţi valoarea expresiei:
1) l - l . a l J i Ş . i L .

25 7 9 170
1 „l"l 27

4) (-5,16+ 5,02) (2 ,5 -4 );

2) 9 - 2 — 3 - ---- ;
35

3) 5 - - 1 -  - - -  ;

5) —  : — -  3 -  : 1— ; 
32 12 4 11

16 87V6 14
6) 7 - 1 - :  —  

9 24
25
36

24.28. Care din fracţiile zecimale ordinare date nu pot fi transformate 
în fracţie zecimală finită:

2) — ; 
600

4) i i ?
125

24.29. Un tractorist poate ara un câmp în 12 ore, iar altul — în 8 ore. 
Ce parte din câmp pot ei ara, lucrând împreună, în decursul a 3 ore?

24.30. La un magazin au adus 540kg fructe, din ele — constituiau me

rele, iar restul — perele. Câte kilograme de pere au adus la magazin?
24.31. în decursul a trei zile au introdus programe antivirus în 105

computatoare. în prima zi au introdus programe în ® computatoare, 
7iar în a doua zi — în — din restul computatoarelor. In câte computa- 
12

toare au instalat programe antivirus în a treia zi?
1 324.32. Trebuie de ambalat 2 7 - kg zahăr în pachete a câte — kg în fie-
2 4

care. Câte pachete pline se vor obţinea?
24.33. Care este cea mai mică cantitate de borcane cu capacitatea de 

0,31 necesară pentru ca în ea să încapă 41 de miere?
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24.34. Un zugrav poate repara cabinetul de matematică în 48 ore, iar 
alt zugrav — în 96 ore. în câte ore, lucrând împreună, ei pot repara 
acest cabinet?

24.35. Doi muncitori lucrând împreună, pot executa un lucru oarecare 
în 6 ore. Unul din ei, lucrând de sine stătător, poate îndeplini acest 
lucru în 10 ore. în câte ore, lucrând singur, poate al doilea muncitor 
îndeplini acest lucru?

Mărimi proporţionale. Calcule procentuale
24.36. O fetiţă are o oarecare sumă de bani cu care dânsa poate procura 

18 caiete la fel. Câte caiete poate achiziţiona fetiţa de această sumă 
de bani, dacă ele: 1) se vor iefteni de 2 ori: 2) se vor scumpi de l,5ori?

24.37. Din 12m de peluză au cusut 8 bluze la fel. Câte astfel de bluze 
pot fi confecţionate din 18 m peluză?

24.38. Şase escavatoare identice, lucrând împreună, au săpat groapa 
fundaţiei în 18 ore. în câte ore 4 astfel de escavatoare, lucrând îm
preună, vor săpa două astfel de gropi pentru fundaţie?

24.39. Se ştie că din 50 kg de făină se obţin 70 kg pâine. Câte kilograme 
de pâine vor obţine din 150 kg făină? Câte kilograme de făină trebuie 
pentru a coace 14 kg de pâine?

24.40. Cu castraveţi au sădit — din grădină, iar cu roşii — 30%. Cu care
3

plante, cu castraveţi sau roşii, au sădit o parcelă mai mare?
24.41. 20% din caietele cumpărate erau în pătrăţele, iar restul — în linii. 

De câte ori mai mult au cumpărat caiete în linii, decât în pătrăţele?
24.42. Aliajul conţine 9% zinc. Câte kilograme de zinc se conţin în 270 

kg de aliaj?
24.43. Preţul mărfii la început l-au mărit cu 50%, apoi l-au micşorat cu 

50%. S-a mărit sau s-a micşorat şi cu câte procente, preţul iniţial al 
mărfii?
24.44. Preţul mărfii la început l-au micşorat cu 20%, iar apoi l-au 

mărit cu 30%. Cum şi cu câte procente s-a schimbat preţul iniţial în 
urma acestor două reconsiderări?

24.45. Un deponent a pus în bancă 60 000 grn. pe două conturi dife
rite. Pentru primul din conturi banca plăteşte 5% dobândă anuală, iar 
al doilea — 7% dobândă anuală. Peste un an deponentul a primit venitul, 
pentru depozitul cu 5% dobândă, cu 1200 grn. mai mult, decât pentru 
depozitul cu 7% dobândă. Câţi bani a pus el pe fiecare cont?
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24.46. Au amestecat o soluţie de 50% a acidului cu soluţia de 20% a 
aceluiaşie acid şi au obţinut 600 g soluţie de 30% de acid. Câte grame 
de fiecare soluţie au amestecat?

24.47. Câte kilograme de aliaj, ce conţine 30% cupru, şi câte kilograme 
de aliaj ce conţine 40% cupru trebuie de luat, pentru a obţine 50kg 
de aliaj ce conţine 36% cupru?

24.48. în prima zi turistul a parcurs 16 km, ceea ce constituie 40% din 
lungimea itinerarului turistic. Aflaţi lungimea acestui itinerar.

24.49. Minereul de fier conţine 70% fier. Cât minereu trebuie de luat, 
pentru a obţine 84 t de fier?

24.50. într-un cinematograf sunt 480 de locuri, din care în timpul rulării 
filmului erau ocupate 408. Câte procente constituie locurile ocupate?

24.51. în soluţia de sare de 10 procente cu masa 200 g au turnat 300 
g apă. Care este conţinutul procentual al sării în soluţia obţinută?

24.52. Preţul mărfii a crescut de la 1600 grn. până la 1640 grn. Cu câte 
procente a crescut preţul mărfii?

24.53. Preţul mărfii a scăzut de la 3200 grn. până la 2560 grn. Cu câte 
procente a scăzut preţul?

24.54. Un depozitar a pus pe cont în bancă 60 000 grn cu 10% dobândă 
anuală. Câţi bani vor fi pe contul lui peste 2 ani?

Expresii raţionale

24.55. Pentru care valori şi x2 sunt satisfăcute egalităţile -  x9 = 7, 
xrf, = 4. Aflaţi anume pentru aceste valori ale lui şi x2 valoarea 
expresiei:
1) хгх 2 - x f x 2; 2) xf + x 2; 3) (jq +x2)2.

24.56. Simplificaţi fracţia:
3a 8 xij 20 m2 3a2bc 36m V  39 pe q9

11 2 ) î U  4 I ! W ; 5> ^ ^ ; 6>15/71
24.57. Simplificaţi fracţia:

1)

2)

3)

0 4 2 7 :24m n 9 665p q

4a +126 _
4)

6 у2 -  3 у _
V)

7 a2 + 7a + 7_
4a ’ 001 14a3 -14

7x - 14у
5)

4 p2 +28 pq + 49 q2
8)

x2 -  7x
3x -  6у CO ►Q t

o 1 4- to x2 -  9x + 14
x2 -  25_

6)
a3 -  27 _

9)
x2 -  64

2x + i o ’ 9a - 2 7 ’ 32 + 4x -  x2
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24.58. Aduceţi la o formă mai simplă expresia:

1)
2a + 56 2a - 6

3)
ab

*
ab

x 2 + 8x 4x - 4
4)4 24 - х 4 2 ’4 - х

5x + 6 3x + 16 
+ -

5 -х x - 5

m  
a• + 2
3a-3 5a-5 
x - 5 x - 1

6n2 + 5 m 2

■ a

2)

24.59. Simplificaţi expresia: 
^  4 n + 5 m

2)

3)

4)

5)
77îA - 36 771  ̂ - 6777

24.60. Efectuaţi înmulţirea:

36-10x 2x - x
(x - 6)2 (6 - x)2

6) 8 -
3a + 8c

x + 5 
46

36-24
4

x -

V)

8)

777 +  1 2 , іm +1 
2 7’

777 -  1

2a6 + a +6
a - 6 
a + 6 ’

36
16-26

2

9)
3a a + 2

9a -1 3a + a

3
b 2 e 
—з "?b a

ax 4,r2 m h {
2>

24.61. Aflaţi câtul:
14 . 28. 3) 45
— • ~e" ’ I~ *a a m

b5 _Vі '
4)

6 x 7

6 ‘48’ 8~
У

3) — • 7 a;
76

4) 20x16 • -ІЦ-;
5x4

36

5)

6)

17x

7 2 5
m n

6)

8
У

8 k 9

34x7 ’ 

81/n2
Qmp 56k ep 2 '

2І777 3
357774

n

16a36:8 ( 12 a2
33cB 4  55c6

24.62. Simplificaţi expresia:

1)
4x + 4 у  X і

2)

3)

x
246

х + і/ 
6 -4

4)
3c + 6 Зс-1

9c -  6c + 1 c + 2

-16
8

36 5)
- 4a + 4

■ (777 -  5 n ) ;
m -2 5 П 

24.63. Simplificaţi expresia:

a + 2

6) (p2 -  36/e2) :

: (a -2 ) ;  

p  + 6 k

1)
777

777 -  2
6777

m n  -  2n 2) t  —  h6 a
a + 6 
2a6
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3) 6x x - 72
x + 2 3x + 6 x -  6x 

lSa -2S)  a2 -Sa
4) a - -

a + 5 a + 5

5)

6)

111 + 1  7 7 1 - 1 4 7 7 1

711 — 1 711 +  1 7  1 -  777

2a - 6  a -  4
a - 4 a + 4

a2 - 8
a2 - 2 a )  a3 -  4a

Ecuaţii algebrice. Sistem de ecuaţii algebrice 

24.64. Rezolvaţi ecuaţiile:

i ) 4 ± 1  = 0;

2)

2 лx  - 4
2 Ax  -  4

3) —  = 1;
X  ~h 2

= 0; 4)
2 глx  -  9

X  ~h 2

24.65. Rezolvaţi ecuaţiile: 
2x - 1  2x + 1 4
2x + 1 2x -  1 1 -  4x2

- 6x + 9

3)

= 0;

_. x2 -  6x + 9 
5) — = °; x -  9

10 -  4x 6x + 8 b ) -----------1--------- = 0.
x + 9 x + 9

x +1

2)
x + 8x 20
x + 10 x + 10

24.66. Rezolvaţi ecuaţiile: 
l).r4-  lO.r2 + 24 = 0;

x + 14) ------ +

3x
x +1 ’
X

x -  2 x + 2

2) x4 -  3.r2 -  70 = 0.
24.67. Pentru care valoare a lui b ecuaţia are o rădăcină:

1) 2.r2 + 8*- b  = 0: 2) 5.r2- bx + 20 = 0?
24.68. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii:

1)
2x + у = 1,

2)
3x -  5y = 6,

3)
)6х + 7т/ = 38,

[7х-3т/ = 23; ' [6х + 5т/ = -3 ; ' [Зх-4т/ = 4.
24.69. Dreapta у = kx + b trece prin punctele M (3: 3) şi E( 1; 7). Scrieţi 

ecuaţia acestei drepte.
24.70. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii:

jx+7/ = l, 2 |x + 3t/ = 1, |x2+ xt/ - 5 t/ = -3,
\xy = -20; [x2 + 2xt/ -  y2 = -1 ; [ 4 x - y  = 3.

24.71. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii prin metoda grafică:
\ y -x  = o, |x + 7/ = - l ,  |x2 -T/ = 6, |xt/ = 8,
[2x + t/ = -6; { 2х + 2т/ = -3 ; \x + y = 6; |х + т/ = -6 .

24.72. Determinaţi cu ajutorul metodei grafice cantitatea de soluţii a 
sistemului de ecuaţii:

1)

1)
x + y  =4, 
у + x  = 3; 2)

x2 -  у = 1, 
x2 + у = 4x.
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Inegalităţi numerice şi proprietăţile lor.
Inecuaţii pătratice şi liniare şi sistemele lor.

24.73. Se dă: -4  < x < 2. Apreciaţi valoarea expresiei: 1) З.г- 1; 2) 8 -  5.t\
24.74. Se dă: 2 < x < 6 şi 3 < у < 4. Estimaţi valoarea expresiei:

1 ) x  + y: 2) x - y :  3) xy: 4 ) —; 5)5x + 2y; 6 )3 x -4 y .
У

24.75. Evaluaţi lungimea liniei medii a trapezului cu bazele x cm şi у cm, 
dacă 8 < x < 12, 7 < у < 14.

24.76. Aflaţi mulţimea soluţiilor a inecuaţiei:
1) (x + 2 f  > 0; 3) (x + 2 f  > 0; 5) Ox < -5; 7) Ox < 5:
2) (x + 2)2 < 0; 4) (x + 2)2 < 0; 6) 0 x > -5 ; 8 )0 x > 5 .

24.77. Rezolvaţi inecuaţia:
1) 8x + 4 < 30 -  5x; ’ 3) 0,3(8 -  3y) < 3,2 -  0,8(y -  7) ;

2) 9 -  4x < 6x -  25; 4 ) ---------------- <4.
3 6

24.78. Aflaţi cea mai mare soluţie întreagă a inecuaţiei:
1) 3x + 9 > 5x -  7; 2) 14x2 -  (2x -  3)(7x + 4) < 14.

24.79. Aflaţi cea mai mică soluţie întreagă a inecuaţiei:
1) x -  5 < 3x + 8; 2) 18x2 -  (3x -  2)(6x + 5) <20.

24.80. Pentru care valori ale lui o ecuaţia:
1) x2 + x -  o = 0 nu are soluţii:
2) 2x2 -  16x + 5o = 0 are cel puţin o soluţie reală?

24.81. Rezolvaţi sistemul de inecuaţii?
j 7 x - l > 5 x - 3 ,
[Зх + 6 > 8x -14 ;

j0 ,6 (x -6 )< x  + 2, 
[4x + 7 > 2(x + 6,5);

3)

4)

J3x(x -  3) -  x(2 + 3x) < 4,
|бх2 - (2 x -3 ) (3 x  + 4)<17;

5 x - 1 0  2x +1
--------- > -------- ,

6 3
Зх + 1  , _ 3x -  2----------4x > 5 ----------- .

I 2 4
24,82. Aflaţi soluţiile întregi ale sistemului de inecuaţii:

[6 x -7 < 3 x  + 17, [6x + 2 0> x  + 5, [ 5 x - l> 2 x  + 4,
1) 2) 3)

[ 8 - 2x > 1 4 - 5x; [2x + 2 > 4 x -4 ;  | б х -5 < 1 3 -х .
24.83. Rezolvaţi inecuaţia:

1) x2 -  6x -  7 < 0:
2) x2 + 2x -  48 > 0;
3) -x 2 + 6x -  5 > 0:
4) -x 2 -  4x -  3 < 0:
5) 3x2 -  7x + 4 < 0;

6) 2x2 -  Зх + 1 > 0:
7) 4x2 -1 6 x < 0 ;
8) 4x2 -  49 > 0:
9) 2x2 -  x + 1 > 0: 

10) 3x2 -4 x  + 2<0.
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24.84. Câte soluţii întregi are inecuaţia:
1) 20 + 8x -  x2 > 0; 2) 4x2 -1 7 x  + 4 < 0 ?
Puteri şi rădăcini

24.85. Cu ce este egală valoarea expresiei:
1)5“2 + 5_1; 2)6~2-1 2 -1; 3) 0,08° + 0,9°: 4) (4 -2"3 -K T 1) 1?

24.86. Exprimaţi în formă de fracţie expresia:
1) o 3 + of4; 3) { a 1 -  b 1) ■ (a -  b ) 2;

2 )  nmr6 + ni '/ /  :

24.87. Aflaţi valoarea expresiei:

3) 100 2 :1000 6 0,018;

4) (x-4+i/-4) .(x 4 + i/4r 1.

1)
312 • 273

.1
2) 5 -  • ~16

4) (0,2“3)“2 : 25“

5)

6)

(-36) 3 • 67
216“B (-6)18

81“3 • 16“4
24.88. Aflaţi valoarea expresiei:

1) -3^0,16+0,8;

2 )  I .(V Î8 )2- f iV 2 8

4) (Зл/8)2+(8л/з)2;

5) 0,2^1000 - —>/81;
3

3) 50 ■ f-^-\/3 j ; 6) ^/-128+3 ■4^216.

24.89. Pentru care valori ale variabilei are sens expresia:
1) y/3-a; 3) Va4 +1;
2) Vă2"; 4) л/х + 4;

24.90. Rezolvaţi ecuaţia:
1) x2 = 7; 3) x7 = 9:
2) x2 = -16; 4) x5 = -2:

24.91. Aflaţi valoarea expresiei:

1) V ă l • V 04; 3) VÎ25 • V5;

Vl80

5) tyz-8 ;
6) V ă ă ?

5) x4 = 16:
6) x6 = 5.

5)
Vii

2) Vă 4) V27 • 74 • ф 5 ■ 22

Văăo’

6) VVl7 - 7  ■ VVÎ7 + 7.

24.92. Simplificaţi expresia: 
f) y]Oxsy10, dacă г/>0;

2) Vo,64x6i/2, dacă x < 0 , г/>0;
3) Vă7; 

4) 0,008 p2V ° .
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24.93. Simplificaţi expresia:

і) 3) 7(> /23-7)2 -^ /(л /23 -з)2;

2) lj[J5 - б ) 4; 4) /̂(5 -  4л/2)6 +^/(5-4л/2)В
24.94. Scoateţi factorul de sub semnul rădăcinii:

1) Vl8a8; 3) il~m10; 5) il-81a11;

2) V*®; 4) ija10b9, dacă a < 0 ; 6) A / У 4-
24.95. Simplificaţi expresia (variabilele primesc valori nenegative): 

l) i [ b W ; 2) 3)
24.96. Simplificaţi expresia:

1) V 45-V l25+V 405 ;

2) (л/99-л/44)л/ЇІ;
24.97. Simplificaţi fracţia:

3) (5 -Т 7 )(з  + 2л/7);

4) (n/Î4 -V n )(> /Î4  + лУГТ).

1)
Vx + 1
x -1

24.98. Comparaţi:
1) V39 şi 2VÎ0;

2)
3 yfă

a -  9

3 )4  şi -3'

3)
7 -V 7

4)
\[x-4

V7 ’ ^ - 2 '

5) /̂6 şi 1/35; 

2) 0 ,3 ^ |  şi Т М ; 4) 3 /̂3 şi 2^/ЇО; 6) ІІ7 şi /̂3.

24.99. Aflaţi valoarea expresiei:

1) 53-6 • 5~1-2 • 51,6;

2) (З-0-8)7 : 3~2'6;
24.100. Simplificaţi fracţia:

11

/ _A\20
3) 1̂7 11 j ■ 49u ;

4) 81 -2,25 r>3,5• 9 • 273.

x -  8x7 

x7 -  8

5 2

l/6 +l/3

3)

4)

a0-5 + б0’5 
a -  6

1,5 1,5m  -  n
, 0,5 0,5 , ’m  +  m  n +  n

5)

6)

a -  2 a ° '5b° '5 +  b 

a b 0'5 -  a° '5b

8 a +1

4a3

Ecuaţii iraţionale? ?
24.101. Câte rădăcini are ecuaţia:
1) sjx -  2 ■ yjx + 3 • yJx-3 = 0; 2) \Jx -  4 • Цх - 1 - ^6 -  x = 0?
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24.102. Rezolvaţi ecuaţiile:
1) уіЗх -  3 = л/4х2 -  6x -1 ;
2) \lx2 + x -  4 = л/-2х;
3) л/х + 7 = x + 5;

24.103. Rezolvaţi ecuaţia:
1) Vx -  3ţ/x + 2 = 0;

2) 2^/x + 5^/x -  3 = 0;

4) Vl2 + x -  2x2 = 2 -  x;
5) л/х + 5 -  л/8 - х  = 1;
6) V 3 x -6  W x - 4  =4.

3) л /4 -4х  + х2 -л І2 - x  -  2 = 0;

4)
3x

x -1
x -1
3x

=  1.

Funcţii şi proprietăţile lor

24.104. Aflaţi domeniul de definiţie al funcţiei: 
11) /(x )  = x + 2

л/б -  X

0 4  w  4 7x + 142) /(x )  = ;
x -  7x

3) /(x )  = л/х + 6 + л/ІГ- x;

4) /(x )  = л/х -  7 +
x -  8

5) /(x )  = л/х -  5 + лЛ> -  x;

6) /(x )  = л/х2 + 4x -  21 -  -
x z - 4 9

24.105. în fig. 24.1 este reprezentat punctul, prin care trece graficul 
funcţiei у = f(x). Dintre funcţiile date arătaţi această funcţie.

1) f(x) = x-4: 2) /(x )  = 3) /(x )  = л/17 + x; 4) /(x )  = — .
x x -1

24.106. Construiţi graficul funcţiei date, folosindu-vă de el, indicaţi 
intervalele de semn constant ale funcţiei, intervalele ei de creştere şi 
intervalele de descreştere ale ei.
l ) y  = 2 - x 2: 2 )y  = (x + 4)2; 3) y = 8 - 2 x - x 2; 4) у = x2- 2x + 3.

24.107. Aflaţi domeniul de definiţie şi construiţi gra
ficul funcţiei:

1) /(x )  = x -  8x + 16 
4 -х

0 4  4 4Х-162) / (X )  = 2 •
x - 4x

24.108. Se ştie, că /(-4 ) = -2. Aflaţi/(4), dacă funcţia 
/este: 1) pară: 2) impară.

24.109. Este pară sau impară funcţia:
1) /(x )  = 6x3 -  7xB; 4) /(x )  = x2 + x -  3;

1

У n

1-
-1 0 1 x

2) /(x )  = x2 + 4

3) / ( x )  = л / б ^

5) /(x )  = 3
x -  2x

6) /(x) = (x + 5) (x -  1) -  4x?

Fig. 24.1
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24.110. Reprezentaţi proporţionalitatea directă cu o formulă, dacă se 
ştie că graficul ei trece prin punctul M(3; —7).

24.111. Aflaţi valoarea lui b, dacă se ştie, că graficul funcţiei у = x + b
6

trece prin punctul M ( 12; 5).
24.112. Aflaţi valoarea lui k, dacă se ştie, că graficul funcţiei у = k x -  10 

trece prin punctul M (—4; 2).
24.113. Toate punctele graficului al funcţiei 

у = kx + b au aceeaşi ordonată, care este egală 
cu —5. Aflaţi valorile lui k şi b.

24.114. Definiţi printr-o formulă funcţia liniară 
al cărei grafic este reprezentat în figura 24.2.

24.115. Aflaţi valoarea lui k pentru care graficul
kfuncţiei у = — trece prin punctele:
x

11) A (-5; 8): 2) B\ —; -6  ]. Fig. 24.2

24.116. Pentru care valori ale lui p  şi q graficul funcţiei у = x 2 + px + q
trece prin punctele A (—1; 4) şi /!(—2: 3)?

24.117. Aflaţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei у = x6 
pentru x din intervalul: 1) [0: 2]: 2) [-2: -1]: 3) [-2: 2].

24.118. Aflaţi cea mai mare şi cea mai mică valori ale funcţiei у = x

pentru x din intervalul: 2) [ - 2 : - 1].

24.119. în figura 24.3 este reprezentat graficul funcţiei liniare 
у = kx + b. Arătaţi afirmaţia adevărată:
1)/г>0, b > 0 ; 2) & > 0, b < 0; 3) k < 0, b > 0: 4 )/г<0 , b< 0 .

Fig. 24.3
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Progresii

24.120. Aflaţi raţia progresiei aritmetice (x ), dacă:
1) x4 = 17, x9 = -7: 2) x5 = -3, x14 = 42.

24.121. Aflaţi primul termen al progresiei aritmetice (у ), dacă:
1) У10 = -19- d = -2 : 2) yb = 13, y16 = 46.

24.122. Aflaţi numărul termenului al progresiei aritmetice (z ), care este 
egal cu 3,2, dacă zx =9,2 şi d = — 0,6.

24.123. Este oare numărul 24 termen al progresiei aritmetice (bn), dacă 
fej = 8 şi d = 3? în cazul răspunsului afirmativ indicaţi numărul 
acestui termen.

24.124. Se dă progresia aritmetică 4,9: 4,5: 4,1: ... . începând cu care 
număr termenii ei vor fi negativi?

24.125. Pentru care valoare a lui m valorile expresiilor 3m — 1, nr + 1 şi 
m + 3 vor fi termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice? Aflaţi 
termenii acestei progresii.

24.126. Progresia aritmetică (a ) este definită cu formula termenului n. 
a = 0,2n + 5. Aflaţi suma primilor douăzeci şi şase de termeni.

24.127. Aflaţi suma primilor zece termeni ai progresiei aritmetice (a ), 
dacă:
1) a4 = 6, au = 45; 2) a& = 34, au = -54.

24.128. Aflaţi suma a tuturor numerelor naturale, multiple lui 11, care 
nu depăşesc numărul 341.

24.129. Aflaţi suma a tuturor numerelor naturale, multiple lui 9, care 
nu depăşesc numărul 156.

24.130. Aflaţi suma tuturor numerelor cu două cifre, care-s multiple 
lui 8.

24.131. Aflaţi raţia progresiei geometrice (b ), dacă:
1) b1 = 108, b4 = 32: 2) b2 = б"б4 = 30.

24.132. Aflaţi primul termen al progresiei geometrice (cn), dacă c4 = 40,
c7 = -320.

3 324.133. Numărul 192 este termenul progresiei —, —, 3....Aflaţi nu-
4 2

mărul acestui termen.
24.134. Care trei numere trebuie introduse între numerele 48 şi 243, ca 

ele împreună cu numerele date, să formeze o progresie geometrică?
24.135. Aflaţi suma primilor patru termeni ai progresiei geometrice 

(bn), dacă:
1) fe4 = 280, q = 5: 2) bx = УІ2, b5 = 4>/2, q < 0.
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Funcţii trigonometrice

24.136. Pentru care valori ale lui a este posibilă egalitatea cos x = a — 2?
24.137. Aflaţi valorile cea mai mare şi cea mai mică ale expresiei:

1) l -4 c o s a ;  2) 6 + sin* 2 *a.

24.138. Comparaţi:

1) tg 140° şi tg(-140°);

2) cos 50° şi sin 350°: 4) cos 5 şi sin 4.
24.139. Oare este pară sau impară funcţia dată cu formula:

, 6 7 1  . Sk3) tg—  şi cos— ; 
5 7

1) f (x) = 2.r + sin x\ 

2 ) f W  = ^ r ;
x  - 1

3) /(x ) = tgx  + x  ;
4 ) / w  = ( 2 - x|coî x ?

24.140. Calculaţi valorile funcţiilor trigonometrice cu argumentul a, 
dacă:

2 . 711) cosa = —  şi — < a < n; 
7 2

24.141. Simplificaţi expresia:

. Зтс
2) tga  = - v 2 şi —  < a < 2jt. 

2

1)
sincp l-coscp■ +

l + costp smcp

24.142. Demonstraţi identitatea:
.. sin(45° + a) - cos(45° + a)
!) . ' = tga;

2) sin4 a -  sin2 a + cos2 a.

2)

sin(45° + a) + cos(45° + a) 
sinţa -  (3) + 2sinPcosa = tg(a + P).
cosţa -  P) -  2sinasinP 

24.143. Simplificaţi expresia:

f) sini a + — I cosţjt -  a) + cosi a + —  I sin(2;t -  a);

2)
sin(180° - a)cos(180° + a)tg(180° - a)
sin(270° - a)tg(180° + a)cos(90° + a)

24.144. Aduceţi la o formă mai simplă expresia:
... a a a sin 6a cos 6a1) sin—cos—cos—; 2) --------+ -------- .

4 4 2 sin 2a cos 2a

24.145. Demonstraţi identitatea:
0 ... . . . . „ 1-cosa + şina a1) tg2a(l + cos4a) -  sin4a = 0; 2) --------------------= tg—.

1 + cosa + şina 2
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Ecuaţii trigonometrice

24.146. Rezolvaţi ecuaţia: 

1) sin5x =

sinĵ  2x -  = -1; 5) tg7x

x Scos— = — ; 
6 2 8) t g ( f

,, i -0 >/24) cos x + — = ---- ;
1 A) 2

A .
3 ’

8
24.147. Aflaţi rădăcinile cea mai mare, cea mai mică ale ecuaţiei

71sini X  +  —  | =

24.148. Câte rădăcini ale ecuaţiei tg3x = -\/з aparţine intervalului [0: ті]?
24.149. Rezolvaţi ecuaţia:

1) 6cos2 x + 5sinx - 7  = 0; 4) cos 8x — 5 cos 4x — 2 = 0:

2) sin23x + 3cos3x = 3; 5) —\—+ 5 t g x - l l  = 0;
COS X

3) cos 2x — 3 sin x = 2: 6) 3 sin x -  л/з cos x = 0.

15. Funcţia exponenţială. Ecuaţii şi inecuaţii exponenţiale

24.150. în o figură din 24.4, a-d  este reprezentat graficul funcţiei у = 0,2 х. 
Arătaţi această figură.

Fig. 24.4
24.151. Are este domeniul de valori al funcţiei /(x )  = 9X + 2?
24.152. Se ştie că 0,7“  > 0,7". Comparaţi numerele m şi n .
24.153. Care din funcţiile date nu este crescătoare:
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24.154. Rezolvaţi ecuaţia:
- і  1 1) 8 - =

4
f 6Y  f 25 Y  _ 125
LJ 136 J 216’

2) 0,75x+1 = y ; 5) 2' -32x -5X 90 ”

3) Vl25x_1 =Zj252- x; 6) 8 • 7:!r r 7 • 82' r
24.155. Aflaţi mulţimea soluţiilor a inecuaţiei:

4  Ш > 9 ” "
3) 1,3х" 4x+2 <1,69;

2) 1<10X+1 <100 000; 4) 0,4х +2x + 2 < 0,16.

=  0 .

24.156. Rezolvaţi ecuaţia:

1) 3 r 2 3' 2 7; 3 ) 7 ' - ( ţ )  =6;

2) 2X+1 + 2X-3 = 68;
X

4) 42 + 2X~B -  2X~7 = 262.
24.157. Rezolvaţi inecuaţia:

1) 4х - 3  4X 2 >13; 3) 0,5X+3 -  0,5X+2 + 0,5X+1 < 0,375:
2) 5X+1 + 5*“ 2 < 630: 4) 3X+1 -  2 -3 x 1 -  4 -3 x 2 >17.

24.158. Rezolvaţi ecuaţia:
1) 4X -1 4  • 2X -3 2  = 0; 4) 9 -  2X = 23-x;
2) 9х + 3X -  6 = 0; 5) (0,2)2x 2 -126  (0,2)x + 5 = 0;

3) 49x + 2 • 7X -3 5  = 0; 6) - г т - - г -  = 4 '3 3 - 1
24.159. Rezolvaţi inecuaţia:

1) 25x -  2- 5X —15 > 0; 3) 3X+2 -  28 - 30Bx +3> 0 ;

2) 4X+1 -9• 2X + 2 < 0; 4) f - 1  - 6 - і - 1  -2 7 < 0 .
V 97 V3J

Funcţia logaritmică. Ecuaţii şi inecuaţii logaritmice
24.160. Calculaţi:

1) 21~log27; 4) log4 log14196 + logB y/E;
2) 531ogs2; 5) lg 20 + lg 50:

73) 42 ' ; 6) log37 - lo g s— .

24.161. Domeniul de definiţie al căreia din funcţiile date este mulţimea
numerelor reale:
1) y = lg ( . f+ 1): 2) у = lg(x2 -1 ); 3) у = lg(x2 +1); 4) у = lgx2?
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24.162. Aflaţi domeniul de definiţie al funcţiei:
1) У = lg lg 2) у = logx_2 (x2 + x + 3).

24.163. în figura 24.5 este reprezentat graficul funcţiei descrescătoare 
у = f(x), definită pe mulţimea numerelor reale. Câte soluţii are ecua
ţia /(x )  = log4 x?

24.164. Construiţi graficul funcţiei:
1) y = 5log-Ax- 1); 3) y = ela(i- x2).
2) y=  10lgsmx;

24.165. Comparaţi numerele m şi n, dacă:
1) log4 m < log4 n; 2) logl 6m < logl 6n.

2 2

24.166. Comparaţi cu unitatea baza logaritmului 
dacă:
1) loga 7 < loga6: 2) loga 5 > 0.

24.167. Comparaţi cu zero numărul:

1) log2^; 2) log3 4:

Fig. 24.5

3) logl 0,6; 4) logl 10.

24.168. Rezolvaţi ecuaţia:
1 ) log02(x2 + 4x) = - l ;

2) lg x = 3 -  lg 20:

3) log3x + log9x + log27x = 5,5:
24.169. Rezolvaţi ecuaţia:

1) lg(2x -  1) + lg(x + 5) = lg 13:
2) log3(2x -  7) + log3(x -  1) = 2 + log3 2:
3) log06(4 - x )  + log0 5(x -  1) = -1;
4) log7 (-x) + log7 (1 -  x) = log7 (x + 3).

24.170. Rezolvaţi ecuaţia:

4) log2 log3 log4x = 0:

5) lg(5x + 2) = ~lg36 + lg2;

6) log„(4x -  6) = log„(2x -  4).

1 )3  log3 x + 7 logs x -  6 = 0; 3) = 1;lgx + 2 lg x -4  
2) ln2x -  4 lnx -2 1  = 0; 4) loggx + logx9 = 2,5.

24.171. Aflaţi mulţimea soluţiilor a inecuaţiei:
1) log7(2x -  1) < 2; 5) log6(x + 1) < log6(2x + 5):
2) logj (2x -  3) > 1; 6) log2(2x -  3) > log2(3x -  5):

3) log4 (x +1) <

4) log02(x2 + 4 x )> - l ;

7) In (x2 -  3) > In (3x -  7):

8) log0 (3x -  1) < log0 (3 -  x).
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24.172. Rezolvaţi inecuaţia:
1 ) b g 2 X +  І0 ^ 2  +  1 )  ^

24.173. Rezolvaţi inecuaţia:
1) lg2x - lg x > 0 ;
2) ln2x + lnx <0;

Derivata şi aplicarea ei

24.174. Aflaţi derivata funcţiei:

1) у = x6 + 2x4 + -1 ;
x

3) у = (x2 + x + 1)(x2 -  4x + 1):

2) logj x + logj (x -1 ) > logj (x + 3).

3) 3 loggX + 2 logg x -  5 > 0.

4) у = (3 -  2x)Vx;

5) у = 2х cos x;

Зх -  І
O У = ~2~T'

X  + 1

24.175. Calculaţi valoarea derivatei a funcţiei date în punctul x :

1) /(x )  = 3x2
>1 -х

x\ = -1 :

l + smx2) / (X )  = - — ;— , X  =  0:
4-smx

3) /(x ) = cosx -  sin—, xn 
3

71
>

2
.. 4 lnx4) /(x )  = --- , x = 1.

X
24.176. Punctul material se mişcă pe dreapta de coordonate după legi

tatea s(t) = 3t2 -  12t +18 (timpul t se măsoară în secunde, deplasarea 
s — în metri). Peste câte secunde de la începutul mişcării punctul se 
va opri?

24.177. Alcătuiţi ecuaţia tangentei, duse la graficul funcţiei date în 
punctul cu abscisa xQ: 1

2) f(x) = sin x cos x, x0 = —.
6

1) /  (x) = , x0 = -2;
X

24.178. La graficul funcţiei/(x) = 5 + 7x -  4x2 este dusă tangenta, al cărei 
coeficient unghiular este egal cu —9. Găsiţi coordonatele punctului de 
tangentă.

24.179. Aflaţi coordonatele punctului al parabolei у = x2 -  3x + 2, în care 
tangenta, dusă la parabolă este paralelă cu dreapta у = 6 -х .

24.180. Alcătuiţi ecuaţia tangentei, duse la graficul funcţiei f(x) = 
= x4 -  4x3 + 5x, şi care este paralelă cu dreapta у = 5x -  8.
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24.181. Funcţia у = f(x) este definită în intervalul [-8; 3] şi are derivata 
în fiecare punct al domeniului de definiţie. în figura 24.6 este repre
zentat graficul derivatei ei у = f'(x ). Arătaţi:
1) intervalele de creştere şi descreştere ale funcţiei у = f(x):
2) punctele de minim şi punctele de maxim ale funcţiei у = f(x).

Fig. 24.6
24.182. Aflaţi intervalele de creştere şi de descreştere şi punctele de 

extremum ale funcţiei:
5 - 2x

1) f ( x ) = -8.r3 -  x2 + 2x;

2) f(x) = x3 + 2x -  10:
... x 4

3) /(* )  = -  + - ;4 x

4) / ( x ) =

5) f(x )  = —~ ex;
e

6) f(x) = x2 -  8 In x.

24.183. Aflaţi valorile cea mai mare şi cea mai mică ale funcţiei: 
1) /Xх) = x3 -  3x2 -  9x -  4 pe intervalul [-2: 0]:

2) /(x )  = x -1
X  +  1

pe intervalul [0: 4]:

3) f(x) = cos x -  sin x pe intervalul [0: 2л |:
2x4) / ( x ) =

x2 +1
pe intervalul

■2;î
24.184. Cercetaţi funcţia şi construiţi graficul ei:

1) f(x) = x3 -  9x: 2) f(x) = 6x2 -  2x3.
Integrala şi aplicarea ei

24.185. Aflaţi forma generală a primitivelor ale funcţiei: 
2

1) /(x )  = x ---- - pe intervalul (-oo; 0);
x

2) / (x )  = 4  +x
1 pe intervalul (0; +oo).
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24.186. Pentru funcţia /aflaţi pe intervalul arătat I primitiva F, al cărei 
grafic trece prin punctul dat M:
1) f(x) = 2x + 4, I  = (-oo ; +oo), M (2; 1);
2) f(x) = 4x3 -  2x + 3, I  = (-oo ; +oo), M ( 1; 8).

24.187. Calculaţi integrala:

2) j"(x2 -2 x  + 4)dx; 4) |(6 cosx -  3sinx)dx.
-2  0

24.188. Calculaţi aria figurii, mărginită de liniile:
1) у = 2 -  x2, у = 0: 3) у = -x 2 + 4, x + у = 4;

2) у = —, у = 0, х = 1, х = 3: 4) у = х2 -  4х + 5, у = 5 -  х.
х

Elemente ale teoriei probabilităţilor şi ale statisticii matema
tice
24.189. în cantină sunt bucate de : felul întâi — 3, felul 2 — 6 şi felul 

trei — 4. în câte moduri se poate compune din ele prânzul?
24.190. în câte moduri se pot repartiza pe o poliţă 8 cărţi diferite?
24.191. în câte feluri se pot alege din 32 de elevi trei delegaţi la confe

rinţa şcolară?
24.192. într-o orchestră sunt 16 violonişti şi 12 altişti. în câte moduri 

se poate alcătui un trio din doi violonişti şi un altist?
24.193. Câte numere cu cinci cifre există: care sunt scrise cu ajutorul 

cifrelor 2, 3, 4, 5, 6 şi ale căror toate cifre sunt diferite, şi care se 
împart fără rest la 5?

24.194. Într-o cutie sunt 12 bile verzi şi 18 bile albastre. Care este pro
babilitatea evenimentului, că bila aleasă la întâmplare va fi: 1) verde:
2) albastră: 3) roşie: 4) verde sau albastră?

24.195. Într-o loterie sunt puse în joc 6 automobile, 18 motociclete şi 42 
de biciclete. De tot au fost emise 3000 bilete de loterie. Care este pro
babilitatea că cumpărând un bilet: 1) se poate câştiga o motocicletă: 
2) se poate câştiga un oarecare premiu: 3) poate să nu se câştige nici 
un premiu?

24.196. Din numerele naturale de la 1 până la 16 inclusiv un elev a 
numit la întâmplare unul din ele. Care este probabilitatea a ceea, că 
acest număr va fi împărţitorul al numărului 16?

24.197. Care este probabilitatea faptului că numărul de două cifre, luat 
la întâmplare, se împarte fără rest cu 12?
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24.198. într-o cutie sunt 3 albe şi 4 albastre bile. Care este cea mai mică 
cantitate de bile, ce trebuie scoase la întâmplare, pentru ca probabi
litatea evenimentului, că printre ele va fi măcar o bilă albastră, să 
fie egală cu 1?

24.199. Pentru fişe numerotate cu numerele 1, 2, 3 şi 4. Care este pro
babilitatea evenimentului, că produsul numerelor a două fişe, luate 
la întâmplare, va fi multiplu lui 3?

24.200. Intr-o cutie sunt bile roşii şi galbene. Câte bile roşii sunt în 
cutie, dacă probabilitatea de a scoate din ea la întâmplare o bilă roşie

este egală cu —, iar bile galbene în cutie sunt 20?
8

24.201. Pe 30 fişe sunt scrise numerele naturale de la 1 până la 30. Care 
este probabilitatea a aceea, că numărul, scris pe fişa, luată la întâm
plare, se împarte fără rest cu 3 şi nu se împarte fără rest cu 2?

24.202. Din 28 piese de domino se ia una 
la întâmplare şi se calculează suma 
balurilor de pe ea (în figura 24.7 este 
reprezentată piesa, suma balurilor pe 
care este egală cu 7). Care este probabi
litatea alegerii a piesei, suma balurilor 
de pe care este egală cu:
1) 4: 2) 7: 3) 10: 4) 12: 5) 15?

Fig. 24.7

24.203. în graficul reprezentat pe figura 24.8, este reprezentat volumul 
vânzării tocurilor intr-un magazin de papetărie în decursul a 6 luni. 
Câte tocuri vindeau în mediu în decursul unei luni?

24.204. Valoarea medie a probei 7, 10, у , 14 este egală cu 11. Cu ce este 
egal y?

24.205. Aflaţi valoarea medie, moda, mediana şi amplitudinea a setului 
de date:
1) 5, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 22:
2) 5, 12, 12, 14, 14, 8, 12.
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24.206. Cu elevii şi elevele clasei a 11-a a fost petrecut sondajul: cât 
timp le trebuie zilnic pentru îndeplinirea temelor de acasă. Rezul
tatele sondajului au fost expuse în formă de diagramă în coloane, 
ce este reprezentată, în figura 24.9. Aflaţi moda şi valoarea medie a 
selecţiei date.

1 oră 1 oră 2 ore 2 ore 2 ore 3 ore
30 min 45 min 15 min 30 min 45 min 15 min

Timpul îndeplinirii temelor de acasă 

Fig. 24.9

24.207. Conform rezultatelor a dictării la limba maternă în clasa a 11-а 
a fost alcătuită tabela, în care au reprezentat repartizarea cantităţii 
de greşeli, pe care le-a comis o persoană:

Numărul de greşeli 0 1 2 3 4
Numărul de elevi şi eleve 5 4 6 8 2

Aflaţi moda şi valoarea medie a selecţiei, construiţi diagrama în co
loane corespunzătoare.

25. Probleme pentru repetarea cursului de 
geometrie

Triunghiuri

25.1. Aflaţi perimetrul triunghiului dreptunghic, ipotenuza căruia este cu 
7 cm mai mare ca una din catete, iar a doua catetă este egală cu 21 cm.

25.2. Una din catetele triunghiului dreptunghic este egală cu 15 cm, iar 
mediana, dusă la ipotenuză, —8,5 cm. Calculaţi aria triunghiului dat.

25.3. înălţimea triunghiului isoscel împarte latura laterală a lui în 
segmentele cu lungimea de 1 cm şi 12 cm, considerând de la vârful 
unghiului de la bază. Aflaţi baza triunghiului dat.

25.4. înălţimea. 11) a triunghiului ABC împarte latura BC în segmentele 
BD şi CD astfel, că BD = 15 cm, CD = 5 cm. Aflaţi latura AC, dacă 
ZB = 30°.
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25.5. Dintr-un punct la o dreaptă sunt duse două oblice, proiecţiile că
rora pe dreaptă sunt egale cu 5 cm şi 9 cm. Aflaţi distanţa de la 
punctul dat până la această dreaptă, dacă una din oblice este cu 2 cm 
mai mare decât alta.

25.6. Aflaţi aria triunghiului ABC , repre
zentat în figura 25.1.

25.7. înălţimea triunghiului isoscel obtuz- 
unghic, dusă la baza lui, este egală cu 
8 cm, iar raza circumferinţei circumscri
se lui -  13 cm. Aflaţi latura laterală a 
triunghiului.

25.8. înălţimea triunghiului dreptunghic cu unghiul ascuţit a ,  dusă la 
ipotenuză, este egală cu h. Aflaţi ipotenuza acestui triunghi.

25.9. Punctul de tangentă al circumferinţei, înscrise în triunghiul drept
unghic, împarte ipotenuza lui în segmentele 8 cm şi 12 cm. Aflaţi 
perimetrul triunghiului.

25.10. Continuarea laturilor laterale AB şi CD ale trapezului ABCD 
se intersectează în punctul O. Aflaţi latura AB, dacă AO = 18 cm, 
ПС-.М) 5 :9 .

25.11. Prelungirea laturilor laterale AB şi CI) ale trapezului ABCD se 
intersectează în punctulF, AB : BF  =3 :7 ,  AD este baza mare a trape
zului. Diferenţa bazelor trapezului este egală cu 6 cm. Aflaţi baza AD.

25.12. Unghiul de la vârf al primului triunghi isoscel este egal cu un
ghiul de la vârf al celui de-al doilea triunghi isoscel. Baza şi înălţimea 
dusă la ea a primului triunghi sunt egale corespunzător cu 30 cm şi 
8 cm, iar latura laterală a celui de-al doilea triunghi — 51 cm. Cu ce 
este egal perimetrul triunghiului al doilea?

25.13. Pe latura BC a triunghiului ABC s-a notat punctul K  astfel, că 
ZCAK = ZABC, BK  = 12 cm, KC = 4 cm. Aflaţi latura AC.

25.14. Diagonalele trapezului ABCD (AD || BC) se 
punctul O, BO : OD = 3:4,  BC = 18 cm. Aflaţi baza 
AD a trapezului.

25.15. Diagonalele trapezului ABCD (BC || AD) se 
intersectează în punctul O, AO : OC = 7 : 3 ,
BD = 40 cm. Aflaţi segmentul OD.

25.16. în triunghiul ABC este înscris rombul CDEF 
astfel, cum este indicat în figura 25.2. Aflaţi latura 
BC a triunghiului, dacă AC = 15 cm, iar latura 
rombului este egală cu 10 cm.

intersectează în 

В
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25.17. Punctul M  este mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, Punctul 
K  — mijlocul laturii AC. Aria triunghiului AMK  este egală cu 12 cm2. 
Cu ce este egală aria patrulaterului BMKC?

25.18. Punctul D  este mijlocul laturii AB a triunghiului ABC, punctul 
E —mijlocul lai urii BC. Aria patrulaterului.ADEC este egală cu 27 cm2. 
Cu ce este egală aria triunghiului ABC?

25.19. Segmentul CM este mediana triunghiului 
ABC, reprezentat în figura 25.3, segmentul DE 
linia medie a triunghiului MBC. Cu ce este egală 
aria patrulateruluiMDEC, dacă aria triunghiului 
.ABC este egală cu 48 cm2?

25.20. Dreapta, paralelă laturii AC a triunghiului 
ABC, intersectează latura .AB în punctul M, iar 
latura BC — în punctul K. Aflaţi aria triunghiului 
ABC, dacă BM = 3 cm, AM =  4 cm, iar aria patrulaterului AMKC este 
egală cu 80 cm2.

25.21. Mijlocul laturii laterale a triunghiului isoscel este depărtată de 
la baza lui cu 9 cm. Aflaţi distanţa de la punctul de intersecţie al 
medianelor triunghiului până la baza lui.

25.22. în triunghiul isoscel ABC cu baza AC punctul de intersecţia al 
medianelor este depărtat de la vârful В cu 6 cm. Aflaţi distanţa de la 
mijlocul laturii laterale a triunghiului până la baza lui.

25.23. Raza circumferinţei, înscrise în triunghiul isoscel.ABC (.AB = BC), 
este egală cu 12 cm, iar distanţa de la centrul acestei circumferinţe 
până la vârful В — 20 cm. Aflaţi perimetrul triunghiului dat.

25.24. Latura laterală a triunghiului isoscel se împarte de punctul de 
tangenţă al circumferinţei înscrise în raportul 8 : 9 ,  socotind de la 
vârful unghiului de la baza triunghiului. Aflaţi aria triunghiului, dacă 
raza circumferinţei înscrise este egală cu 16 cm.

25.25. Două laturi ale triunghiului, unghiul dintre care este egal cu 60°, 
se raportă ca 5 : 8, iar a treia latură este egală cu 21 cm. Aflaţi laturile 
necunoscute ale triunghiului.

25.26. Suma a două laturi ale triunghiului este egală cu 16 cm, iar un
ghiul dintre ele — 120°. Aflaţi cea mai mică dintre laturi, dacă latura 
a treia a triunghiului este egală cu 14 cm.

25.27. Aflaţi unghiul A al triunghiului .ABC, dacă BC = 7 cm, AC = 3 cm, 
.AB = 8 cm.

25.28. Aflaţi aria cercului, circumscris triunghiului cu laturile de 7 cm, 
8 cm şi 9 cm.

В
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25.29. Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 25 cm şi 29 cm. Aflaţi 
raza circumferinţei înscrise în triunghiul dat.
Чотирикутники. Правильні многокутники

25.30. înălţimea paralelogramului, dusă din vârful unghiului obtuz, 
este egală cu 6 cm şi împarte latura paralelogramului în jumătate. 
Aflaţi diagonala mai mică a paralelogramului, dacă unghiul ascuţit 
al lui este egal cu 30°.

25.31. Bisectoarea unghiului obtuz a paralelogramului împarte latura 
lui în raportul 3 :7 ,  socotind de la vârful unghiului ascuţit, care este 
egal cu 45°. Calculaţi aria paralelogramului, dacă perimetrul lui este 
egal cu 52 cm.

25.32. Bisectoarea unghiului D a dreptunghiului ABCD intersectează 
latura AB în punctul M, BM = 5 cm, AD = 3 cm. Aflaţi perimetrul 
dreptunghiului.

25.33. Calculaţi aria rombului, una din diagonalele căruia este egală cu 
16 cm, iar latura — 10 cm.

25.34. Diagonala mare a rombului este egală cu c, iar 
unghiul obtuz — a Aflaţi perimetrul rombului.

25.35. Aflaţi înălţimea trapezului isoscel, bazele căruia 
sunt egale cu 23 cm, şi 17 cm, iar diagonala cu 25 cm.

25.36. Aflaţi aria trapezului, reprezentat în figura 25.4.

18 cm

28 cm

Fig.25.4

25.37. Latura laterală a trapezului isoscel, circumscris
circumferinţei, este egală cu o, iar unul din unghiuri — 60°. Aflaţi 
aria trapezului.

25.38. Latura laterală a trapezului dreptunghic este egală cu 16 cm, iar 
unghiul ascuţit -  30°. Aflaţi aria acestui trapez, dacă în el se poate 
înscrie o circumferinţă.

25.39. Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 1 cm şi 17 cm, iar diago
nala împarte unghiul obtuz al lui în jumătate. Aflaţi aria trapezului.

25.40. Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 15 cm şi 33 cm, iar diago
nala împarte unghiul ascuţit al lui în jumătate. Aflaţi aria trapezului.

25.41. Circumferinţa, înscrisă în trapezul isoscel, împarte cu punctul 
de tangenţă latura laterală în două segmente cu lungimile de 8 cm şi 
18 cm. Aflaţi aria trapezului.

25.42. Circumferinţa, înscrisă în trapezul dreptunghic, împarte cu 
punctul de tangenţă latura laterală mai mare în două segmente cu 
lungimile de 8 cm şi 50 cm. Aflaţi perimetrul trapezului.
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25.43. Cu ce este egal unghiul BAD al patrulaterului ABCD, înscris în 
circumferinţă, dacă ZACD = 37°, ZADB = 43°?

25.44. Diagonala BD, a patrulaterului ABCD este diametrul circumfe
rinţei circumscrise lui, M  este punctul de intersecţie al diagonalelor 
lui, ZABD = 32°, ZCBD = 64°. Aflaţi unghiul BMC.

25.45. Cum se raportă latura triunghiului regulat, înscris în circumfe
rinţă, la latura triunghiului regulat circumscris acestei circumferinţe?

25.46. Cum se raportă latura hexagonului regulat, înscris în circumferin
ţă, la latura hexagonului regulat, circumscris acestei circumferinţe?

25.47. Coarda comună a două circumferinţe, ce se intersectează, este 
latura unui triunghi regulat, înscris intr-o circumferinţă, şi latură a 
unui pătrat înscris în altă circumferinţă. Lungimea acestei coarde 
este egală cu a. Aflaţi distanţa dintre centrele circumferinţelor, dacă 
ele se află de părţi diferite ale coardei.

Circumferinţa şi cercul

25.48. Aflaţi măsura în grade a arcului de circumferinţă, lungimea că
ruia este egală cu 7i cm, dacă raza circumferinţei este egală cu 12 cm.

25.49. Lungimea arcului de circumferinţă este egală cu 2n cm, iar măsura 
în grade a lui — 60°. Aflaţi raza circumferinţei.

25.50. Segmenlul Alt este diametrul circumferinţei, AB = 24 cm. Punctul 
A este depărtat de la tangenta, la această circumferinţă cu 4 cm. Aflaţi 
distanţa de la punctul В până la această tangentă.

25.51. Perpendiculara, coborâtă dintr-un punct al circumferinţei pe 
diametrul ei, împarte diametrul în două segmente, diferenţa cărora 
este egală cu 21 cm. Aflaţi lungimea circumferinţei, dacă lungimea 
perpendicularei este egală cu 10 cm.

25.52. Două circumferinţe cu centrele 0 1 şi O, au punctul de tangenţă 
exterior C. Dreapta, care trece prin punctul C, intersectează circ
umferinţa cu centrul ()] în punctul A, iar a doua circumferinţă — în 
punctul B. Coarda AC  este egală cu 12 cm, iar coarda BC — 18 cm. 
Aflaţi razele circumferinţelor, dacă 0 X0 9 = 20 cm.

25.53. în unghiul, mărimea căruia este egală cu 60°, sunt înscrise două 
circumferinţe, care sunt tangente exterior. Aflaţi raza circumferinţei 
mai mari, dacă raza celei mici este egală cu 6 cm.
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Coordonatele carteziene
25.54. Punctul C este mijlocul segmentului AB, A (— 4; 3), C(2; 1). Aflaţi 

coordonata punctului B.
25.55. Vârfurile triunghiului sunt punctele A (—3; 1), B(2; —2) şi C(—4; 6). 

Aflaţi mediana AM  a triunghiului ABC.
25.56. Patrulaterul ABCD este paralelogram, B(4; 1), C(—1; 1), D (—2; — 2). 

Aflaţi coordonatele vârfului A.
25.57. Aflaţi coordonatele punctului, care aparţine axei ordonatelor şi 

este egal depărtată de punctele C(3; 2) şi D( l ;  -6).
25.58. Circumferinţa este dată cu ecuaţia (x + 4)2 + { y - 1)2 = 12. Cum 

este situat punctul A (-2; 3) faţă de această circumferinţă?
25.59. Alcătuiţi ecuaţia circumferinţei, diametrul căreia este segmentul 

MK, dacăM (-3; 4), K (5; 10).
25.60. Alcătuiţi ecuaţia dreptei, care trece prin punctele A (—1; 4) şi 

B ( -3; -2).

25.61. Alcătuiţi ecuaţia dreptei, care trece prin punctul a (V3; б) şi face 
cu direcţia pozitivă a axei absciselor unghiul de 60°.

25.62. Alcătuiţi ecuaţia dreptei, care trece prin punctul B(2; -5 ) şi este 
paralelă cu dreapta у = -0,5л; + 9.

25.63. Demonstraţi că patrulaterul ABCD cu vârfurile în punctele 
A (—1; 5), B (4; 6)’, C(3; 1) şi D (-2; 0) este romb.

25.64. Demonstraţi că patrulaterul ABCD cu vârfurile în punctele 
A(2; -2), B( l ;  2)’ C(-3; 1) şi D (-2; -3 ) este dreptunghi.

25.65. Aflaţi distanţa de la punctul M(4; -5 ; 6) până la planul xz.
25.66. Aflaţi distanţa de la punctul A (3; -2; 1) până la originea de co

ordonate.
25.67. Aflaţi distanţa dintre punctele A(2; —3; —4) şi B (—6; —3; 2).
25.68. Punctele A (-4; 2; -6 ) şi В (-14; -10; 2) sunt simetrice în raport 

cu punctul C. Aflaţi coordonatele punctului C.
25.69. Aflaţi coordonatele punctului, care este simetric cu punctul 

M ( -1; 2; 3) în raport cu planul xy.

Vectori

25.70. Se dau vectorii a (3;-1) şi fe(l;-2). Aflaţi coordonatele vectoru
lui m, dacă m = 3a -2 b .
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25.71. Se cunoaşte, că c = 2 a -3 b .  Aflaţi \c \, dacă a ( - l ; l ) ,  b { -2; 3).

25.72. Calculaţi produsul scalar (a -  2 fc)(a + b), dacă | a \ = УІ2, \b | = 1, 
z (ă , b) = 135°.

25.73. Se dau punctele M (4; -2), Щ ї, 1) şi P (3; 3). B i— —p jC
Aflaţi produsul scalar al vectorilor M N  şi MP. _____  /

’ A ^~ ------- 'D
25.74. In figura 25.5 este prezentat rombul ABCD, în

care AB = 2 cm, ZABC = 120°. Aflaţi produsul Fi9- 255 
scalar al vectorilor AB şi AC.

25.75. Latura hexagonului regulat ABCDEF este egală cu 1. Calculaţi 
produsul scalar:
1 ) B Ă - CD;  2) ĂD • CD.

25.76. Aflaţi unghiul dintre vectorii a (-1; -1) şi b (2; 0).

25.77. Pe latura CD a paralelogramului ABCD s-a notat punctul M  
astfel, că CM : MD = 2 : 3 .  Exprimaţi vectorul A M  prin vectorii a 
şi b , unde a = AB, b = AD.

25.78. Pe laturile BC şi CI) ale paralelogramului ABCD s-au notat co
respunzător punctele E şi F  astfel, că BE : EC = 3 :4 ,  C F : FD = 1 : 3 .  
Exprimaţi vectorul EF prin vectorii AB = a şi AD = b.

25.79. Aflaţi modulul vectorului AB, dacă A (—2: 8: 7), B (—6: 5: 6).

25.80. Pentru care valoare a lui m vectorii a (5; m +1; -3 ) şi b (-10; 4; 6) 
vor fi coliniari?

25.81. Pentru care valoare a lui n vectorii a(3; 2; 6) şi b(-8; 3; n) vor 
fi perpendiculari?

25.82. Aflaţi unghiul dintre vectorii a (-1; 1; 0) şi b (1; 0; -1). 

Transformări geometrice

25.83. Câte translaţii paralele există, pentru care imaginea dreptei este: 
1) însăşi această dreaptă: 2) dreapta paralelă ei?

25.84. Scrieţi ecuaţia circumferinţei, care este imaginea circumferinţei 
x2 + y2 = 4 la translaţia paralelă cu vectorul a (2; -3 ).
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25.85. Arătaţi deplasarea, pentru care imaginea patrulaterului ABCD, 
reprezentat în figura 25.6 este patrulaterul MNKP.

В c F Ar
/ \\

/ \
A D K N

Fig. 25.6 Fig. 25.7

25.86. Indicaţi mişcarea la care imagine a patrulaterului ABCD, repre
zentat în figura 25.7, este patrulaterul MKNP.

25.87. La translaţia paralelă cu vectorul a imaginea punctului A (-3; 7) 
este punctul В (2; 3). Ce coordonat e are punctul 0(1; -5 ) la translarea 
paralelă cu vectorul a ?

25.88. La translaţia paralelă cu vectorul a imaginea punctului A (-5; 6) 
este punctul B (2; —1). Ce coordonate are preimaginea punctului 
.0(10; -3 ) la translarea paralelă cu vectorul a ?

25.89. Ce coordonate are imaginea punctului A (—4; 6) la simetria în 
raport cu originea de coordonate?

25.90. Ce coordonate are punctul, simetric cu punctul A (2; —4) în raport 
cu punctul M(3; -1)?

25.91. Ce coordonate are imaginea punctului A (—2; 5) la simetria în 
raport cu: 1) axa absciselor; 2) axa ordonatelor?

25.92. Câte axe de simetrie are dreptunghiul, care nu este pătrat?
25.93. Punctul O este centrul hexagonului regulat ABCDEF, reprezentat 

în figura 25.8. Indicaţi imaginea laturii CD la rotaţia în jurul punc
tului O după acele ceasornicului cu un unghi de 120°.

Fig. 25.8 Fig. 25.9
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25.94. Punctul O este centrul octogonului regulat, reprezentat în figura 
25.9. Indicaţi imaginea laturii A, A, la rotaţia în jurul punctului O 
împotriva acelor de ceasornic cu unghiul de 135°.

25.95. Pătratul CDEF, reprezentat în figura 25.10, este imaginea pă
tratului ABCD la rotaţia după acele ceasornicului cu unghiul de 90°. 
Care punct este centrul de rotaţie?

25.96. Dreptunghiul AM/vP, reprezentat în figura 25.11, este imaginea 
drepl unghiului AliCI) la rotaţia contra acelor de ceasornic cu unghiul 
de 90°. Care punct este centrul de rotaţie?

25.97. Medianele triunghiului ABC, reprezentat în figura 25.12, se in
tersectează în punctul M. Aflaţi coeficientul: 1) de omotetie cu centrul 
M, la care punctul C este imaginea punctului C; 2) al omotetiei cu 
centrul B, la care punctul M  este imaginea punctului В

25.98. Punctul А Д -1; 4) este imaginea punctului A(2; —8) la omotetia 
cu centrul în originea de coordonate. Cu ce este egal coeficientul de 
omotetie?

Poliedre

25.99. Laturile bazei paralelipipedului dreptunghic sunt egale cu 6 cm 
şi 8 cm, iar diagonala lui este înclinată la planul bazei sub unghiul 
de 60°. Aflaţi muchia laterală a paralelipipedului.

25.100. Baza prismei drepte este triunghiul dreptunghic cu catetele 
5 cm şi 12 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale a prismei, dacă muchia 
laterală a ei este egală cu 10 cm.

25.101. Latura bazei prismei triunghiulare regulate este egală cu 8 cm, 
iar diagonala feţei laterale -  17 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale a 
prismei.

25.102. Diagonala prismei patrulatere regulate este egală cu 25 cm, iar 
diagonala feţei laterale — 20 cm. Aflaţi înălţimea prismei.



188 § 7. Repetarea cursului de matemetică

25.103. Laturile bazei prismei triunghiulare drepte se raportă ca 
15 : 10 : 9. Aflaţi laturile bazei, dacă aria suprafeţei laterale a prismei 
este egală cu 816 cm2, iar muchia laterală — 12 cm.

25.104. înălţimea prismei drepte ABCAJi C este egală cu 12 cm, 
AC = BC, AB = 8 cm, diagonala feţei BB C C este egală cu 13 cm. 
Aflaţi arai secţiunii prismei, care trece prin dreapta AB şi punctul C .

25.105. Latura bazei prismei hexagonale regulate este egală cu o , cea mai 
mare diagonală a prismei este înclinată la planul bazei sub unghiul 
a. Aflaţi aria suprafeţei laterale a prismei.

25.106. Este dată prisma dreaptă ABCA В C . Unghiul dintre planele 
ABC şi A BC este egal cu p. Aflaţi înălţimea prismei, dacă BC = o, 
ZACB = 90°, ZBAC = a.

25.107. Baza paralelipipedului drept este rombul cu latura a şi unghiul 
ascuţit a. Diagonala mică a paralelipipedului face cu planul bazei 
unghiul p. Aflaţi aria suprafeţei totale a paralelipipedului.

25.108. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egală cu 
л/з cm, iar înălţimea piramidei — 2V2 cm. Aflaţi muchia laterală a 
piramidei.

25.109. Latura bazei piramidei patrulatere regulate este egală cu 6 cm, 
iar muchia laterală a piramidei -  5 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale 
a piramidei.

25.110. Baza piramidei este dreptunghiul, o latură a căruia este egală 
cu a, Unghiul dintre această latură şi diagonala dreptunghiului este 
egală cu a. Fiecare muchie laterală a piramidei face cu planul bazei 
unghiul p. Aflaţi înălţimea piramidei.

25.111. Baza piramidei este rombul, diagonalele căruia sunt egale cu 
40 cm şi 30 cm, iar înălţimea piramidei este egală cu 5 cm. Aflaţi aria 
suprafeţei totale a piramidei, dacă unghiurile diedre de la muchiile 
bazei ei sunt egale.

25.112. Baza piramidei DABC  este triunghiul dreptunghic ABC  
(ZACB = 90°). Planele ABD şi ACD sunt perpendiculare pe planul 
bazei. Aflaţi aria suprafeţei laterale a piramidei, dacă AB = 26 cm, 
BC = 10 cm, AD = 18 cm.

Corpuri de rotaţie

25.113. Aflaţi aria suprafeţei totale a cilindrului, înălţimea căruia este 
egală cu 12 cm, iar raza bazei -  5 cm.
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25.114. Secţiunea axială a cilindrului este pătratul cu latura de 8 cm. 
Adaţi aria suprafeţei laterale a cilindrului.

25.115. Cum se va modifica -  se va mări sau micşora -  şi de câte ori aria 
suprafeţei laterale a cilindrului, dacă:
1) raza bazei lui de o mărit de 3 ori, iar înălţimea — de 4 ori:
2) raza bazei lui de o micşorat de 2 ori, iar înălţimea de o mărit de 

6 ori?
25.116. în cilindru s-a dus secţiunea, care este paralelă axei lui şi este 

depărtată de la ea cu 3 cm. Diagonala secţiunii este egală cu 16 cm 
şi face cu planul bazei cilindrului unghiul de 60°. Aflaţi raza bazei 
cilindrului.

25.117. în cilindru s-a dus secţiunea, care este paralelă axei lui şi taie de 
la circumferinţa bazei arcul, măsura în grade a căruia este egală cu a 
(0° < a < 180°). Diagonala secţiunii creează cu planul bazei unghiul 
p. Aflaţi aria secţiunii, dacă raza bazei cilindrului este egală cu R.

25.118. Prin generatoarea cilindrului s-au dus două secţiuni, fiecare 
fiind paralelă cu axa cilindrului. Planele acestor secţiuni sunt per
pendiculare. Adaţi aria secţiunii axiale a cilindrului, dacă aria uneia 
din secţiunile date este egală cu 30 cm2, iar a celei de a doua —40 cm2.

25.119. Diametrul bazei conului este egal cu 6 cm, iar înălţimea lui — 
4 cm. Adaţi generatoarea conului.

25.120. Generatoarea conului este egală cu m, iar unghiul dintre genera
toare şi înălţime este egal cu a. Adaţi aria suprafeţei laterale a conului.

25.121. Generatoarea conului este egală cu 25 cm, iar înălţimea — 24 cm. 
Adaţi aria suprafeţei totale a conului.

25.122. Raza bazei şi înălţimea conului au fost mărite de 2 ori. De câte 
ori se va mări aria suprafeţei laterale a conului?

25.123. Raza bazei conului s-a mărit de 6 ori, iar generatoarea lui a 
fost micşorată de 3 ori. Cum s-a modidcat aria suprafeţei laterale a 
conului — s-a mărit sau s-a micşorat — şi de câte ori?

25.124. Prin vârful conului şi coarda bazei, ce subîntinde arcul de 60°, 
s-a dus planul, care face cu planul bazei unghiul de 30°. Adaţi aria 
secţiunii create, dacă raza bazei conului este egală cu 4 cm.

25.125. Secţiunea axială a conului este triunghi dreptunghic. Raza bazei 
conului este egală cu R. Adaţi aria secţiunii axiale a conului.
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25.126. Coarda bazei conului, lungimea căreia este egală cu a, se vede 
din centrul bazei sub unghiul a. Unghiul dintre generatoarea conului 
şi planul bazei este egal cu p. Aflaţi înălţimea conului.

25.127. Sfera este intersectată de planul, care este depărtat de la centrul 
ei cu 24 cm. Aflaţi raza sferei, dacă lungimea secţiunii obţinute alcă-

з
tuieşte — din lungimea secţiunii cu planul, ce trece prin centrul ei.

5
25.128. Vârfurile triunghiului dreptunghic se află pe sfera, raza căreia 

este egală cu ЗлУб cm. Aflaţi distanţa de la centrul sferei până la 
planul triunghiului, dacă catetele triunghiului sunt egale cu 8 cm şi 
15 cm.

Volumele corpurilor. Aria sferei

25.129. Baza paralelipipedului dreptunghic este pătrat. Diagonala para
lelipipedului este egală cu 8 cm şi face cu planul feţei laterale unghiul 
de 30°. Aflaţi volumul paralelipipedului dreptunghic.

25.130. Feţele laterale ale prismei hexagonale regulate sunt pătrate, iar 
diagonala mare a ei este egală cu d. Aflaţi volumul prismei.

25.131. Baza prismei drepte este trapez isoscel cu bazele de 4 cm şi 
10 cm, şi latura laterală 5 cm. Muchia laterală a prismei este egală 
cu 10 cm. Aflaţi volumul prismei.

25.132. Diagonala prismei patrulatere regulate este egală cu 13 cm, iar 
diagonala muchiei laterale — 12 cm. Aflaţi volumul prismei.

25.133. Baza prismei drepte este triunghiul isoscel cu unghiul de 30° la 
bază. Diagonala feţei laterale a prismei, care conţine latura laterală a 
bazei, este egală cu 8 cm şi este înclinată la planul bazei sub unghiul 
de 60°. Aflaţi volumul prismei.

25.134. Baza prismei drepte este rombul cu diagonalele 5 cm şi 12 cm. 
Diagonala mică a prismei este egală cu 13 cm. Calculaţi volumul 
prismei.

25.135. Aflaţi volumul piramidei patrulatere regulate, latura bazei căreia 
este egală cu 6 cm, iar secţiunea diagonală este triunghi echilateral.

25.136. înălţimea piramidei patrulatere regulate este egală cu 12 cm, 
iar apotema — 15 cm. Calculaţi volumul piramidei.

25.137. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egală cu 
16л/з cm, iar apotema — 17 cm. Calculaţi volumul piramidei.
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25.138. Latura bazei piramidei triunghiulare regulate este egală cu 
6 cm, iar unghiul diedru al piramidei de la muchia bazei — 30°. Aflaţi 
volumul piramidei

25.139. Paralel cu axa cilindrului este dusă secţiunea, care este pătra
tul cu latura de 4 cm şi secţionează de la circumferinţa bazei arcul, 
măsura în grade a căreia este egală cu 90°. Aflaţi volumul cilindrului.

25.140. Coarda bazei de jos a cilindrului este văzută din centrul acestei 
baze sub unghiul a. Segmentul, care uneşte centrul bazei de sus cu 
mijlocul acestei coarde este înclinat la planul bazei sub unghiul p. 
Aflaţi volumul cilindrului, dacă generatoarea lui este egală cu m.

25.141. Volumul conului este egal cu 9671 cm3, iar raza bazei este egală 
cu 6 cm. Aflaţi aria suprafeţei laterale a conului.

25.142. în baza conului s-a dus coarda cu lungimea de 2\f2 cm la dis
tanţa de 1 cm de la centrul bazei. Aflaţi volumul conului, dacă gene
ratoarea lui este înclinată la planul bazei sub unghiul de 60°.

25.143. înălţimea conului este egală cu 12 cm, iar unghiul de la vârful 
secţiunii axiale — 120°. Aflaţi volumul conului.

25.144. La distanţa de 12 cm de la centrul bilei s-a dus un plan. Aria 
secţiunii create este egală cu 64л cm2. Aflaţi aria suprafeţei bilei.

25.145. Lungimea liniei de intersecţie a bilei cu planul, care este depăr
tat de la centrul ei cu Vă cm, este egală cu 4n cm. Aflaţi volumul bilei.
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PRIETENIM CU CALCULATORUL

în acest an de învăţământ voi sistematizaţi şi perfecţionaţi cunoş
tinţele voastre, care o să vă permită să folosiţi calculatorul în timpul 
studierii cursului de matematică. Determinaţi de sine stătător, ce lucru 
tehnic voi puteţi executa cu ajutorul calculatorului; în ce mod să prezen
taţi materialele, ce se studiază într-un aspect mai intuitiv. Vă recoman
dăm de asemenea să alcătuiţi algoritmi pentru rezolvarea exerciţiilor şi 
programe pentru realizarea lor în limbajul de programare, pe care îl 
studiaţi. Mai jos sunt prezentate însărcinări, care corespund temelor, 
ce se studiază; însă cu aceste însărcinări deloc nu se limitează posibili
tăţile aplicării calculatorului în cursul şcolar de matematică.

însărcinările cursului de matematică clasa a 11-a pentru 
executare cu ajutorul calculatorului

Pentru punctul 1 „Funcţia exponenţială şi proprietăţile ei”
Daţi exemple din cursurile de fizică, bilogie, chimie şi alte discipline 

şcolare, în care un proces oarecare poate fi descris cu funcţia exponen
ţială. Modelaţi aceste procese cu ajutorul procesorului tabelar; constru
iţi grafice.

Este oare în microcalculator, în programul standard „ Calculator” din 
calculator, în limbajul de programare, pe care-1 studiaţi, posibilitatea 
calculării ax?
Pentru punctul 2 „Ecuaţii exponenţiale”

Folosindu-vă de noţiunea puterii cu exponent real, scrieţi algoritmul 
rezolvării ecuaţiei ax = b pentru a > 0 şi b>  0 date. Consideraţi, că re
zultatul căutat este găsit, dacă ax diferă de b mai puţin decât cu 0,01. 
Pentru punctul 3 „Inecuaţii exponenţiale”

Folosindu-vă de noţiunea puterii cu exponent real, scrieţi algoritmul 
pentru rezolvarea aproximativă a in ecuaţiei ax > b pentru a > 0 şi b date. 
Cercetaţi de asemenea inecuaţiile ax > b. ax < b. ax < b.
Pentru punctul 4 „Logaritmul şi proprietăţile lui”

Găsiţi în microcalculator, în programul standard „ Calculator” din 
calculator, în limbajul de programare, pe care-1 studiaţi, mijloace pentru 
calcularea logaritmilor. în care bază se calculează logaritmul? Cum de 
folosit aceste mijloace pentru calcularea logaritmului în oricare bază 
necesară?
Pentru punctul 5 „Funcţia logaritmică şi proprietăţile ei”

Alcătuiţi în procesorul tabelar tabelul valorilor funcţiilor exponen
ţiale şi logaritmice cu una şi aceeaşi bază, mai mare decât 1; mai mică
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decât 1. Construiţi graficele acestor funcţii pe un ecran. Care proprietăţi 
ale acestor funcţii ilustrează graficele obţinute?
Pentru punctul 8 „Derivatele funcţiilor exponenţială şi logarit- 
mică”

în ce mod în microcalculator, în programul standard „ Calculator” din 
calculator, în limbajul de programare pe cared studiaţi, se dă numărul 
e? Sunt oare mijloace pentru calcularea logaritmului natural?
Pentru punctul 9 „Primitiva”

Folosind mijloacele construirii graficelor funcţiilor, alcătuiţi algorit
mul construirii graficului primitivei funcţiei liniare.
Pentru Punctul 11 „Aria trapezului curbiliniu. Integrala deter
minată”

Admitem că voi dispuneţi de subprogramul, care calculează valoarea 
unei oarecare funcţii în oricare punct. Cum de calculat integrala deter
minată a acestei funcţii în intervalul dat?

Calculaţi în acest mod câteva integrale din exerciţiile pentru acest 
paragraf şi comparaţi rezultatele cu rezultatele, pe care le-aţi obţinut 
în timpul executări exerciţiilor.
Pentru punctul 12 „Regulile combinatoricii pentru sumă şi pro
dus”

Cu ce mijloace în microcalculator, în programul standard „Calcula
tor” din calculator, în limbajul de programare pe care-1 studiaţi, se 
poate calcula factorialul unui număr? Alcătuiţi în procesorul tabelar 
tabelul valordor a câtorva factoriale a primelor numere naturale. 
Pentru punctul 13 „Permutări. Aranjamente. Combinaţii”

Admitem, că voi dispuneţi de programul, care calculează factorialul 
numărului. Folosind acest subprogram, alcătuiţi algoritmul pentru 
calcularea numărului de permutări, aranjamente şi combinaţii. 
Pentru punctul 14 „Determinarea clasică a probabilităţii eveni
mentului aleatoriu”

Faceţi cunoştinţă cu noţiunea „Generator de numere aleatorii”. Găsiţi 
în limbajul de programare, pe care îl studiaţi, mijloacele de obţinere a 
numerelor aleatorii.
Pentru punctul 15 „Elemente de statistică matematică”

Formaţi un set de valori cu folosirea generatorului de numere alea
torii. Completaţi cu aceste valori un tabel. Aflaţi amplitudinea, valoarea 
medie, moda şi mediana setului de numere obţinute.
Pentru punctul 16 „Prisma”

Construiţi în redactorul grafic imaginea prismei drepte, prismei 
oblice, imaginea înălţimii prismei, secţiunii diagonale a prismei. Con
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struiţi proiecţiile prismei pe planul, paralel bazei prismei, şi pe planul, 
paralel înălţimii prismei.
Pentru punctul 17 „Paralelipipedul”

Construiţi în redactorul grafic imaginea paralelipipedului; parale
lipipedului dreptunghic. Ce proprietăţi ale acestui corp şi ce proprietăţi 
ale proiectării paralele trebuie de luat în considerare pentru a obţine o 
imagine adecvată?
Pentru punctul 18 „Piramida”

Construiţi în redactorul grafic imaginile diferitor piramide. Constru
iţi imaginea înălţimii piramidei, unghiului diedru al piramidei de la 
muchia bazei.
Pentru punctul 19 „Cilindrul”

Alcătuiţi un program, care după raza bazei şi înălţimea date ale ci
lindrului va calcula aria suprafeţei laterale şi aria suprafeţei totale a 
lui.
Pentru punctul 20 „Conul”

Alcătuiţi un program, care după raza bazei şi înălţimea date ale 
conului va calcula aria suprafeţei laterale şi aria suprafeţei totale a lui. 
Pentru punctul 21 „Bila şi sfera”

Alcătuiţi un program, care după raza dată a bilei şi distanţa dată de 
la centrul bilei până la un plan determină:

• amplasarea reciprocă a bilei şi a planului:
• aria secţiunii bilei cu acest plan;
• lungimea liniei de intersecţie a suprafeţei bilei cu acest plan. 

Pentru punctul 22 „Volumul corpului. Formulele pentru calculul 
volumului prismei şi piramidei ”

Alcătuiţi un program pentru calcularea volumului:
1) prismei regulate cu n laturi, cu latura bazei a şi înălţimea h :
2) piramidei regulate cu n laturi, cu latura bazei a şi înălţimea h : 

Pentru punctul 23 „Volumele corpurilor de rotaţie. Aria sferei”
Alcătuiţi un program pentru calcularea:
1) volumelor corpurilor de rotaţie (conului, cilindrului, bilei);
2) ariei suprafeţei sferei.
Construiţi cu ajutorul redactorului de diagrame în Word sau Excel o 

diagramă cu coloane. Alegeţi tipul diagramei „spaţială” şi reprezentarea 
a unui şir de date în aspect de diferite corpuri geometrice (prisme, conuri 
etc.). Folosind cunoştinţele obţinute despre volumele corpurilor, deter
minaţi care din aceste figuri oferă o închipuire mai adecvată despre 
corespunderea mărimilor reprezentate pe diagramă cu realitatea.
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Răspunsuri şi indicaţii la exerciţii
p V3 1_ H

1.12. 1) -ба ^ -ІЗ ; 2) " r - 1-13. 1) 4*ab; 2) — ^  1.14. 1) Da; 2) da;
tr+ ir  a2*5

3) nu; 4) nu. 1.15. 36. 1.16. [-2; 4]. 1.18. 3) ( - 4 ; + o o ) ; 4)[l;+co).
1.19. 1) ( - o o ;  + o o ) ;  2) [ 0 ; + o o ) .  1.20. ( - 0 0 ; 0 ) U ( 0 ;  +  0 0 ) .  1.22. 1) Nu are rădăci
na; 2) o mulţime de rădăcini; 3) 2 rădăcini. 1.23. 1) 1 rădăcină; 2) o mulţime de 
rădăcini; 3) 2 rădăcini. 1.24. Indicaţie. Găsiţi domeniul de definiţie al funcţiei
date. 1.25. 1)4; 2)1; -1. 1.26. 1)6; 2)6; 5 - , 1.29. 2 )3 3 -2 x~4;

4 6 5
3) 13 • 3 *_1; 4) 5 ■ 2X+1; 5 ) -2 9 .6 х- 1; 6 )1 2 -9 X. 1.30. 1) (- °o ;-2 )U (-2 ; 4)U 
U (4 ;+ °o ); 2) [0; 16]. 1.31. 1) ( - o o ;  16]; 2) [3; + o o ) ;  3) (—1; 1).

2.3. 1) 1; 2) 3; 3) 3; 4) 1; 5) 3; 6 ) 2. 2.4. 1) 2; 2) 4; 3) 1; 4) 3. 2.5. 1) 1; 2; 2) 2;
1 2 tt  tr3) 1;4)2. 2.6.1) 1;2)-1;2. 2.7.3) — ; 4) ± —  + 2nk,keZ. 2.8.3) (-1)>+1 ■-  + nk,
3 3 6

keZ; 4)6,5. 2.9. 1)5; 2)2; 3)1; 4)3. 2.10. 1)1; 2)2; 3)2; 4) 2.11. 1)-1; 1;

2)2; 3)1; 4)1. 2.12. 1)-1; 1; 2 ) - l ;  3)0; 4)2. 2.13. 1) - ;  2)3; 3)0; - ;  4)2.
3 2

2.14. 1)4; 2)0; 3)2. 2.15. 1) - - ;  - ;  2)1. 2.16. -1; 2. 2.17. 2. 2.18. 0.
3 2 2

2 .1 9 .1) 0; 1; 2) 0; -1; 3 )-l ; 4) 0. 2 .2 0 .1) 0; 1; 2) 0; 2. 2.21. [-3; 2) U(2; 7]. 2.22. - .

3.4. 5) (- °o ;l)U (5 ;+ °o ) ; 6) - 4 ; 7) (-oo; 0); 8 ) [-1; 2]. 3.5. 3) (-oo; -1)U

U (2;+°o ); 4) (—°°; — 2 ]U - ;+ ° o ] ; 5) (-1; +oo). 3.6. 1)5; 2)3; 3)4. 3.7. l)-5 ;
2)7. 3.9. l ) ( - c o ; - 2 ] ;  2) ( - o o ;  4 ] .  3.10. 1 )  ( - 1 ; + o o ) ; 2) ( - o o ;  2 ) ;  3 ) ( 5 ; + o o ) ; 

4) ( - ° o ;  -1 ]; 5) ( - o o ;  0 ] ;  6) ( - o o ;  1). 3.11. 1 )  ( - < * > ;  2 ) ;  2 ) [ 0 ; + o o ) ; 3 ) ( 3 ; + o o ) ;

4) (1; +°o). 3.12. l)(2;+oo); 2) (-oo; 1); 3) [0; 1]; 4) (-oo; -3]U[-2; +oo);
5) ( - ° o ;  1]; 6 ) [1; + o o ) .  3.13. l ) ( - o o ; 0 ] ;  2) [6 ; + o o ) ;  3) (-^ ; - 1 ) U ( 0 ;  +oo);

4) [0; 2]. 3.14. l)(-oo;2)U (2;3]; 2) -oo; - -  u - - ;  2 . 3.15. l ) ( 2;+oo);

2) (—3; 1); 3) (-oo;-2 ] U[0; +°o); 4) {0}. 3.16. 1) (l;+oo); 2) ^-oo; -J. 3.17. [0; 1].

3.18. [0; 4]. 3.19. 1)(0; 1); 2) (-oo; - 1] u (0; + °°) .  3.20. 1)^0; £);
2) (-°o;0)U(0;l]. 3.21. 1,5. 3.22. 1.

4.17. 1) —3; 2) —1; 3) i ;  4) K  4.18. 1) 1; 2)-1; 3)-1. 4.19. 2) 4; 3) 60; 4) 180.

4.20. 1)72; 2)10. 4.21. 1) 2)-3; 3)2; 4)4. 4.22. l ) -5 ; 2)-2; 3)6; 4)9.
2

4.23. 2) 144; 3)64; 4)1; 5)0; 6)48. 4.24. 1)9; 2)10; 4)2. 4.25. 0. 4.26. Ig2.
Indicaţie. în fiecare din logaritmi treceti la baza 10. 4.27. —. 4.30. + .

2 a-b
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4.31. 1) x - - 2 , x . = 2 ; 2) x = 1, x
' rrnn '  '  тп я у  '  ГП

5.17. 2) nk<x< — + nk, keZ ;

7 
9’

3) (0; 1) U (1; +00); 4) ( -00; 9)U(9; 10).

5.18. 2) (-3 ; — 2) U (—2; +°o); 3)2nk < x< n  + 2nk, ksZ . 5.19. 1)2; 2)1; 3 ) - .

5.20. 1) 2) 3. 5.21. 1) 1 rădăcină; 2) 1 rădăcină; 3) 1 rădăcină. 5.22. 1) 1 ră

dăcină; 2) 1 rădăcină. 5 .2 3 .1) 2 < log310 < 3; 2) 2 < log„5 < 3; 3) -2 < logj 7< -1;
з

4) -1 < log0 32 < 0. 5.24.1) 4 < log„29 < 5; 2) -4  < log, 9< -3. 5.25.1)log45 > log54;
2

2) log15l,3<log13l,5; 3)logQ70,8 < logog0,7. 5.27. 1) toate numerele reale, cu ex-
71cepţia numerelor de tipul — + 2nk, k є Z; 2) toate numerele de tipul 2tc/?, k є Z;

3) (-2 ;-V 3 )u (-V 3 ;V 3 )u (V 3 ;2 ) ; 4) (3; 4) U(4; 6 ] ; 5) ( - 2 ; -1) U (-1; 3);
6) ( - 00; l ) u (3; 6 )U(6; T); 7) (0; 2)U(2; 3); 8) ( - 3 ; -2)U (-2; -1)U(0; +00).
5.28. 1) ( - 00; 0) U (0; +°°); 2) toate numerele reale, cu excepţia numerelor de

ТГ ТГ

3) toate numerele detipul - — + 2nk, ksZ ; tipul — + 2nk, ksZ ;

4) (—8; —2) U (—2; —1); 5) (0; 7) U(7; 8); 6) (-1; 1)U(1; 2). 5.29. 1) Vezi desenul;
2) vezi desenul. 5.30. 1)7; 2) nu are rădăcini; 3)1; 4)15;

1 2n5) ( - l ) sarcsin- + 7tft, keZ ; 6 ) ±—  + 2nk,keZ.
3 3

y \
lş-^?

- V - »
X

У ‘

1

L

1 r
0 X

Pentru sarcina 5.29 (1) Pentru sarcina 5.29 (2)

6.5. 1) 16; 2) 64; 3) 27; 4) 6 ; 5) 6 ; 6) 512. 6.6. 1) 2) 5; 3) IO10. 6.7. l)-2 ; 6 ; 2) 5;
9

3)nu are rădăcini; 4)-2. 6.8. l)-2 ; 2) nu are rădăcini. 6.9. 1)4; 2)2; 3; 3)5; 4)4.
6.10. 1)1; 2)2; 3 ) - ;  4 )-l . 6.11. 1)2; — ; 2)9; 3)25; VE; 4)8; 107-2 .

4 16 3

6.12. 1) —8 ; 2)343; — ; 3)27; ^3; 4 )— . 6.13. 1)1; 2 )- l ;  3)0; 4)6.
2 49 10

6.14. 1) 0; 13; 2) -2. 6.15. 1) 4; 2) 7. 6.16. 1) 3; 2) 8 . 6.17. 1) 3; 4; 2) 1; 3) 4; 4) 3. 
6.18. 1) 4; 2) 3. 6.20. 1) Creşte pe intervalul [-2; 1], = 1, л^п = -2; 2) creşte pe
intervalele (-°°; -3 )  şi (—3; 0], x , = 0; 3) creşte pe intervalul [—1; 5], x , = —1, 
x . = 5. 6.21. у = -8x + 18.

7.5. 1)21; 2)26. 7.6. 1)0; 2)0; 1; 2; 3; 4; 5. 7.7. l)(l;+ co ); 2) (0; 1);
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3) (3; +°°); 4)(-3;-2)U(3;+oo); 5) (-oo;-3]U[4; 9); 6) 4 U[5; +~).

7.8. 1) J|;4j; 2) 3) [5;+oo); 4) (-oo; -4]U[3; 5). 7.9. 1) [-1; 1) U (3; 5];

2) ( -2 ;-1)U(0; 1); 3) (-6; -5 ) U(-5; -4 ); 4) [-1; O)U(3; 4]; 5) (3; 6]; 6) (1; 3]. 
7.10. 1) (2; 3); 2) [1; 2)U(4; 5]; 3) [ -4 ;-3)U(0; 1]; 4) [0;1)U(1;2]; 5) (-3; -1);

3
6) (4; 5]. 7.11. l ) ( 5;+oo); 2)(l;+ oo ); 3) (0; 4); 4) (5; 7]; 5) |- 1 ; - -

6) | - o o ;  - - J .  7.12. 1) [-1; 0); 2) (1; 2]; 3) [11; + c o ) ;  4)

" 1

—  ; + o o  1.7.13. 1)
. 3

±;55
2) | 0 ; - J U [ 9 ; + o o ) ; 3) (0,0001; 10); 4) — ; 256 ; 5) (0; 4] U[8; +°°);

1 6

1 "
U 7.14. 1110 ; -

8 1  _ L3 J 8  J
U [ 8 ; + o o ) ;  2) ( 0 ;  0 , 1 ]  U  [ 1 0 0 0 ; + o o ) ;

1 1 4 '3)(0,5; 4); 4) [0,04; 5]. 7.15. l;-20. 7.16. (1;-2) şi —  j. 7.17. у = -x  + 2.

8.9. l ) j/ = x + l; 2)y = 2x+l\ 3) у = (2 + 2 In 2 )x -  2 In 2; 4)y = 4x—l.
8.10. l )y  = x - l ;  2 )y = 2x+ l. 8.11. l)(/ = 2 ; 2)y  = - l .  8.12. (/ = -1600. 
8.13. 1) у = ex\ 2) у = x + 1 + In 5. 8.14. 1) Creşte pe intervalul [0; +°o), descreş

te pe intervalul (-°°; 0], x . = 0 ; 2 ) creşte pe intervalul 0; ----  , descreşte pe
In 2

intervalul (-oo; 0] şi
In 2
---- ;+°o x ■ = 0, x = -----; 3) creşte pe intervalulT ’  miri ’ max л 9 '  ^ lln 2

[3; +0°), descreşte pe intervalele (-°°; 2) şi (2; 3], . т п = 3; 4) creşte pe interva
lul ( - o o ;  1], descreşte pe intervalul [ l ; + o o ) ; x ,= 1; 5) creşte pe intervalul

\e s; + o ° ) , descreşte pe intervalul \0; e 3J, xmin = e 3; 6) creşte pe intervalul 
(0; 1], descreşte pe intervalul [1; +°o), x = 1; 7) creşte pe intervalul (0; +°°); 
8) creşte pe intervalul [e; +°o), descreşte pe intervalele (0 ; 1) şi (1; e], x . = e.

8.15. 1) Creşte pe intervalul -oo;----  , descreşte pe intervalul
ln3 ln3

-;+°o ,

xmax = ---- ; 2 ) creşte pe intervalul (-°°; - 2], descreşte pe intervalul [ -2; +°o),ln3
x = —2; 3) creşte pe intervalul [1; +°o), descreşte pe intervalul (0; 1], .mn = 1;
4) creşte pe intervalul (0; e], descreşte pe intervalul [e; +°o), x = e; 5) creşte 
pe intervalul [1; +°o), descreşte pe intervalul (0 ; 1], .mn= l; 6 ) creşte pe

intervalul (0 ; e"], descreşte pe intervalul [e2;+°°), .1̂  = e2. 8.16. e + 1; - - 1 .

8.17. - ;  0.
e
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P en tru  în s ă r c in a r e a  P en tru  în s ă r c in a r e a  P en tru  în s ă r c in a r e a  

8.18(1) 8.18(2) 8.19
8.18. 1) Priveşte desenul; 2) priveşte desenul. 8.19. Priveşte desenul.
8.20. 1) -  + nk, ±— + 2nk, keZ ; 2) -~  + 2nk, ( - 1 ) " - -  + nk,keZ. 8.21. 1) (4; 4);

2 3 2 6
2) (4;-4).

3 1 A  4r K) X
9.6. 1) y  = — н---- ; 2) у = -cos x -  2; 3) у = ex -  7. 9.7. 1) y  = — + 1; 2 ) y  =

3 3 4
O-'' 1

= sinx + 2; 3) y  = ----. 9.8. 1) y  = ------6; 2) i/ = tgx + 2>/3; 3) у =  In (— x) +  4;
ln3 x

4) y  = — ÎT  + - .  9.9. 1) ij = 2yfx + 2; 2)i/ = l n x - l ;  3)(/ = .r -2 4 .
9.13. 1) (2; 2, 12]; 2) [0,68; 0,7). 9.14. 1) tg 2a; 2) 2.

10.3. l)F(x) = x -x ?  + 8\ 2)F(x) = x?-2x? + 5\ 3) F (x) = 4x  + - - 4 ;  4)/(.\:) =
3 ^

= (3*~2)— - .  10.4. 1)F(x) = 3x - 3 x2 + 6 ; 2) F(x) = Xі - 2x3 + x + 5; 3)F(x) =
9 9

= x1 -  2\[x -  2; 4) F(x) = -2 cos x. 10.5. F(x) = x4 + -  3, primitiva mai are încă
з

un zerou, care este egal cu 1. 10.6. F(x) = —— 12x + 27. 10.7. 10-8‘ Fx
3 ^

10.9. s(t) = -  + t2-3t.  10.10. s(t) = 2t3 +1-47  sau s(t) = 2t3+ t,-67. 10.11. F(x) =
3
17 x2 ті

= - x 1 + 5 x -----. 10.12. F (x )  = —  + x - 3 ,5 .  10.13. l)nn, -  + 2nn,n&rL-, 2) ± —  +
4 2 2 12

Ojr
+ Tin,neZ; 3) mi, ±—  + 2nn,nsZ. 10 .14 .1 ) ( - ° ° ;-2 ,5 )U (0 ; 2,5]; 2) [-2; 1).

3
11.5. 1 )4 - ; 2 ) - ;  3)4; 4) 7 —; 5) ^ln8 ; 6) l 3  11.6. 1) 1—; 2) 7 —; 3)81n2. 

3 2 3 2 3 3 3
11.8. 4)70; 5)39; 6) 1 ,5-0,5e". 11.9. 2)-45; 3 ) - ;  4 )1 -. 11.10. 1)10-; 2 ) - ;

5 4 3 3
3) e2-  1; 4) 41n 4 -3 ; 5) 12-41n 4; 6) 1 0 - ;  7) 1 - ;  8)4,5; 9)4,5; 10) —; 11)— ; 12) 1;

3 3 3 12
13) 24 -  71n 7; 14) > /2 -1 . 11.11.1) 4 - ;  2) - ;  3) 1 - ;  4) 4,5; 5) 2 - ;  6)6 -31n 3 ;

4 3 3 3
7)1; 8) 12 -  51n 5. 11.12. 1) (0; 1) U(3; +°o); 2) (log02 6; +co). Ц .1 3 . (l;+oo). 
11.14. 3; -3. 11.15. 2; -2. 11.16. 1) —1,5; 2) 1; 3) 1. 11.17. 6 .

12.1. 4 3. 12.2. 5 5, 5 4. 12.3. 3 6 5. 12.4. 5!. 12.5. 64. 12.6. 58. 
12.7. 1) 3 • 2; 2) 3- 3 .  12.8. Când Anton a luat un măr. 12.9. 3 -2 + 4 -3.
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12.10. 3 6 + 3 5 + 6 5. 12.11. 1)4!; 2)3!. 12.12. 5 • 63. 12.13. 4 • 52. 12.14. 9 IO6. 
12.15. 24. 12.16. 68. 12.17. 6 -7 -4 . 12.18. 6-7 -3 . 12.19. I mod. 4 • 4!; modul 
II. 5!-4!. 12.20. 4 !• 2. 12.21. 9-103 -2. 12.22. 9-104 -4. 12.23. 4 - 3-2 + 
+ 5-2 + 6 -4. 12.24. 57 + 4 • 56. 12.25. 1)4,1; 2)1; 3)2; 4)83; 5)1; 6)4. 12.26. 3.

13.1. 7!. 13.2. 20!. 13.3. 5!. 13.4. АД. 13.5. A f5. 13.6. A f2. 13.7. A fe. 

13.8. A^. 13.9. C259. 13.10. C4. 13.11. Cj30. 13.12. A? A 4. 13.13. C72-Cj33. 
13.14. C32-C8Vp l  1 Q 1 K <78̂8 *
modul I I .  Cf n3

13.15. 7 - q 2 + 1 2 -q . 13.16. I mod. C9 --15 • Cg + 9 • Cj6;
-C3. 13.17.40%.

14.1. Nu. 14.2. Da. 14.3. 1 )0 ; 2 )1 . 14.4. 1 )0 ; 2 )1 . 14.6. 3 ) - ;  5 ) - .
9 3

14.9. 5 ) — ; 6 ) — . 14.11. 1)— -—
17 17 a+b+c ; 3) a + b . 14.12. 2) a + b + c 14.13. — .n + m+k 33

14.14. — . 14.15. % .  14.16. -Şi
494 CZ cZ

-. 14.17. 1) 18; 2) 3. 14.18. 2) 8. 14.19. 2 ore.

15.3. M oda. 15.4. M ediana şi m oda. 15.11. 2,21875 «  2,2 m ingi în tim pul

unui joc. 15.12. 3,8. 15.17.1) 6; 2) 3. 15.18.1) 2) 3) 1; 4) 1. 15.19. -0 ,96 .
3 4

16.13. 18 cm 2. 16.14. 32^ 2  cm 2. 16.15. 1) a V 2; 2 )4 5 ° . 16.16. 2a, a S .

16.17. 2 a c o s - t g B . 16.18. 9 cm. 16.19. 7 cm. 16.20. 6 cm. 16.21. 72-M cm 2. 
2

2

16.22.12>/7 cm 2. 16.23. 48 cm 2. 16.24. 1250 cm 2. 16.25. 1) — — ; 2) arcsin
4 7

16.26.
a 1 d

---------------------  16.27. 1) -dtgP; 2 ) -------- f-
2cos(ltg ptga 2 4cosP

. 16.28. 522 cm 2. 16.29. 6 cm,

1
8 cm sau 8 cm, 6 cm. 16.30. —ft t g a . 16.31.

2
h şina

2 l -4 s in 2
. 16.32. 3VÎ0

17.5. 7 cm. 17.6. 2 cm, 4 cm, 4 cm. 17.7. aV3. 17.8. ЗбТ2 c n t

rctg— . 1 
13

2d tg ^ . 17.13. 144>/2 cm 2. 17.14. 12(V2+2)

17.9. l ) a r c t g — ; 2) a rc tg — . 17.10. 1) a rc tg — ; 2) arctg  . 17.11. 18 cm 2
12 13 5 37

sau 16 c n f . 17.12.
a a sin — tg — 
2 2

17.15. 4 (5 V 3 + 4 ) cm 2. 17.17. 2 cm. 17.18. 64 cm2. 17.19. 2yjsf+S^. 17.20.
2 S

17.21. 300 cm 2. 17.22. 5o(V2+l) cm 2.

18.12. 100(7з+ і) cm 2. 18.13. ІбТз cm 2. 18.14. 6 cm. 18.15. 20 cm,
1  1  2 /ч

V 2 8 Î cm, 20 cm, V2 8 Î  cm. 18.16. - 6 2sin2p. 18.17. - a 2 t g a . 18.19.
4 cosa

18.20. -. 18.21. 72 cm 2. 18.22. 75>/б cm 2. 18.23. 3) 24 cm 2. 18.24. 20 cm.
2 cos a
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cm2;18.25. 20 cm. 18.26. бТз cm. 18.27. 1) 32л/2 cm2; 2) 2 cm. 18.28. 1) 2 0 S  

2) — cm. 18.29. 1) 160 cm2; 2) 4>/3 cm. 18.30. 1)4 cm; 2)(32 + 8>/Î0 +

-24 Vi) cm2. 18.31. 360 cm2. 18.32. 16 cm. 18.33. 1 : 9.

19.8. 1 8 k S  cm2.19.9.13 cm. 19.10.- d l sin 2a. 19.11. 2л cm2.19.13. 24ttV2 cm2.
2

19.14. 128ti cm2.19.15. 2™  tgP. 19.16. nm Sm2a.19.17.8cm. 19.18. 2i?2sin-tg-p.. a cos" — 
2

Pcos—
2

19.19. 48 cm". 19.20. I n d i c a ţ i e . Construiţi secţiunea axială a cilindrului, care

trece prin punctul A . 19.21. 16 cm. 19.22. 10 cm. 19.23. fttg— tg| 45°— ]. 

19.24. 6 cm. 19.25. 4л/ЇЗ cm.
20.7. 1) — ; 2) —^ -----

tga sinatga
1 OL. 20.8. 1) — a2şina; 2) na2sin— . 20.11. 25 cm,

20 cm. 20.12. 160я cm2. 20.13. atgP . 20.14. 27îisin-sinB. 20.15. cm2.

H2 tg P

a2 sin— 
2

13

20.16.—--- 20.17. 32тгл/2 cm2. 20.18.- n a 2 tga(2cosa +1). 20.19.
sinatga a a 2sin—tg— 

2 2
20.20. 84л cm2. 20.21. 11(9 + 4/2 ) cm2. 20.22. 200тгл/з cm". 20.23. 240л <

20.24. 8 cm. 20.25. 216°. 20.26.
cosatgP

. 20.27. 4V2 cm. 20.28. 10 cm.

20.29. 8 cm. 20.30. І2л/3 cm.
21.13. n R "c o s " a . 21.14. 4л>/з cm. 21.15. 24 cm. 21.16. 8 cm. 21.17. 7 cm. 

21.18. 32л cm2. 21.19. 1 cm. 21.20. 15 cm. 21.21. 84/2 cm. 21.22. 6 cm. 
21.23. 10л cm. 21.24. 25 cm. 21.25. a2V2.

22.2. 8 cm. 22.5. 3a Vi . 22.7.
h ‘Vi
4 tg2 a

. 22.8. 288 cnr. 22.9. 6 cm.

22.10. 36 800 m8. 22.11. h  =  — . 22.12. 456 m8. 22.18. cm3. 22.19. 1692 cni3.
S 3

22.20. 18 cni3. 22.21. 480>/з cni3. 22.22. 162>/з cni3. 22.23. 1152 cni3. 22.26. -.
6

22.27. -6 sin a cos a.
3

22.28. 3Vi V i,
12

22.29. — 6 sin a cos a.
4

, 225v23
22.30. d3sin2aVcos2a. 22.31. d3sinasinpVcos2a_sin2P- 22.32.------cm3.

1 1  1 3
22.33. — d3tg— tg'P. 22.34. -c3sin2Psinptga. 22.35. -a3tga. 22.36. — . 

4 2  4 s 4 2
22.37. 108 cni3. 22.38. 2880 cni3. 22.39. " tgatgP. 22.40. -63sin-tga.

6 212 cosa
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22.41. — a* 2 3 sin2atgB. 22.42. —  cm3. 22.43. 4 0 S  cm3. 22.44. 22.45. — .
6 3 8 16

22.46. 96 cm3. 22.47. 64л/з cm2. 22.48. 936 cm2. 22.49. l )p  = A\ 2)p = 0.

23.4. яarb. 23.5. kH” 23.6. 750л cm3. 23.11. 39 t. 23.12. 71R

25. 23.25. 80 m.
23.26. 77 kg. 23.27. -. 23.28. tiR3. 23.29. a 2 a o sin—cos —

.23.30. na tgp
л, . o a 24 sin —2 ^ i  z rtcos —tg p

r  2 2 2 2

23.31. cm3. 23.32. 6 cm. 23.33. 1,6 t. 23.34. 125 bile. 23.35. 6 cm.
9

23.37. 232ti cm2. 23.38. ІбОтіст2. 23.39. 55,3 m. 23.41. 3380ti cm3. 23.42.

2тиі3 tg
23.43. 448ti cm3. 23.44. 225тіст3. 23.45. —na3 sinBtgB. 

3COS2 — tg P
2

23.46. 250071 cm2. 23.47. ІЗбтіст2. 23.48. 153°. 23.49. 36°, 36°, 108°. 23.50. Da.
24.13. 14. 24.14. 20. 24.15. 3. 24.16. 11 buchete. 24.17. 4. 24.21. 1)6; 2)3; 

3)3. 24.32. 36 pachete. 24.33. 14 borcane. 24.34. 32 de ore. 24.35. 15 ore 
24.36. 1)36 caiete; 2)12 caiete. 24.38. 54 ore. 24.43. S-a micşorat cu 25% 
24.45. 45 000 grn, 15 000 grn. 24.46. 200 g, 400 g. 24.47. 20 kg, 30 kg. 24.51. 4 % 
24.54. 72 600 grn. 24.65. 1) Nu are rădăcini; 2) 2; 3) 4; 4) 1,5. 24.68. 1) (2; -3);
2 ) ^ I ; - i j ;  3) (4; 2); 4) (8 ; -9). 24.70. 2) (-2; 1); 3) (1; 1), (3,6; 11,4).

24.77. 4) ( - 0°; 18]. 24.80. l ) a < - - ;  2) a < 6,4. 24.81. 3 )^ -— ;5 j; 4 )0 .

24.84. 1)11; 2)4. 24.87. 5 ) - — ; 6 ) - .  24.101. 1)1 rădăcină; 2)2 rădăcini.
36 9

24.102. 2)-4; 4 )- l ; 5)4; 6)5. 24.103. 1)1; 16; 2 )— ; 4)4. 24.104. 3) [-6 ; 4];
64

4) [7;8)U(8;+°o); 5) {5}; 6) (-°°; -7)U[3; 7)U(7; +°°). 24.116. p = 4, q = l. 
24.119. a)k > 0, b<0; 6)k<0, b > 0. 24.125. Pentru m = 0 avem: —1, 1, 3; 
pentru m = 2 avem: 5, 5, 5. 24.129. 1377. 24.130. 616. 24.136. l< a < 3 .

1
24.137. 1)5; -3; 2)7; 6 . 24.144. 1) -ş in a ; 2) 4cos4a. 24.147.----- . 24.148. 3

4 2
rădăcini. 24.149. 4) ±— +— ,k eZ : 5) — + nk, -a rc tg — + nk, k є Z.

6 2 4 3
24.155. 2)(—1; 4]; 3) [0; 4]; 4) ( -° ° ;- 2 ]U[0; +°°). 24.156. 1)2; 2)5; 3) 1; 4)8. 
24.157. l ) ( 2 ; + o o ) ;  2) ( - o o ;  3); 3)(0;+co); 4 ) ( 2 ; + o o ) .  24.158. 1)4; 2)loga2;
3)log75; 4)0; 3; 5 )- l ; 2; 6)1; log3- ,  24.159. l ) ( l ; + o o ) ;  2) [-2; 1];
3) (-oo;-2]U[l;+oo); 4 ) [ - 2 ; + o o ) .  24.162. l ) ( l ; + o o ) ; 2) (2; 3) U (3; +°°).
24.168. 2)50; 3)27; 6 ) nu are rădăcini. 24.169. 1) 1,5; 2)5,5; 3)2; 3; 4 ) - l .
24.170. 1) — ; 3/9; 2)e7; 3)10; 100; 4)81; 3. 24.171. 4) [ -5 ;- 4 ) U(0; 1];
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7Ч з ; +0° і ; 8^ 1; 3 '̂ 24Л72‘ 1^ 0; 11; 2H 1; 3]- 24.173. 1) (0;l]U[10;+°o);

2) Г-; l i ;  3) (o;— lu[8;+oo). 24.177. l ) y  = - - x - 2 ;  2) y  = - x -  — +— .
Le _T l  32_l 2 J 2 12 4

24.178. (2; 3). 24.179. (1; 0). 24.180. у = 5x şi у = 5 x - 27. 24.182. 1) Creşte pe
intervalul 1 1— , descreşte pe intervalul -oo;—

3 4_ Şi
1 1—; +oo x. * ’ max . >

l 2) .зростає на R; 3) creşte pe intervalul (-oo;-4 ] şi [4 ;+oo)(
descreşte pe intervalul [—4; 0) şi (0; 4], x , = —4, x . = 4; 4) creşte pe intervalul 
(— oo; -2), (-2; 1] şi [4; + o°), descreşte pe interviul [1; 2) şi (2; 4], x = 1, 
x =4; 5) creşte pe intervalul (-oo;- 1], спадає на проміж- ку [-1; +°о), 
'max = — creşte pe intervalul [2; +оо), descreşte pe intervalul (0 ; 2], = 2 .
24.183. 1) 1; - 6 ; 2) -1; 3) S ;  S ;  4) - ;  -1. 24.184. 1) Priveşte desenul;

5 5
2) priveşte desenul.

Pentru sarcina 24.184 (1) Pentru sarcina 24.184 (2)

24.185. 2) 4 x - \  + C. 24.186. 1) F{x) = x2 + 4x— 11; 2)F(x) = x4- x 2 + 3x + 5.X

24.187. 1) - ;  2) 18; 3) 4In 3 - 4 ;  4) - 6 . 24.188. 1) — ; 2) In 3; 3) - ;  4) 4,5. 
3 3 6

24.189. 72. 24.190. 8 !. 24.191. C332. 24.192. 12C216. 24.193. 4!. 24.204. 13.
24.206. 2 ore 15 min, 2 ore 24 min.

25.1. 84 cm. 25.2. 60 cm2. 25.3. V26 cm. 25.4. 10 cm. 25.5. 12 cm.
25.6. Ш  + І) cm2. 25.7. 4^13 cm. 25.8. 25.9. 48 cm. 25.10. 8 cm.

sin 2a
25.11. 20 cm. 25.12. 192 cm. 25.13. 8 cm. 25.14. 24 cm. 25.15. 28 cm. 
25.16. 30 cm. 25.17. 36 cm2. 25.18. 36 cm2. 25.19. 18 cm2. 25.20. 98 cm2.
25.21. 6 cm. 25.22. 4,5 cm. 25.23. 128 cm. 25.24. Cni. 25.25. 15 cm,

3
24 cm. 25.26. 6 cm. 25.27. 60°. 25.28. cni. 25.29. 2 cm. 25.30. 12 cm.

20
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25.31. 60>/2 cm 2. 25.32. 22 cm. 25.33. 96 cm 2. 25.34. 25.35. 15 cm.asin—
2 /г 2

25.36. 230 cm 2. 25.37. I A !— , 25.38. 96 cm 2. 25.39. 135 cm 2. 25.40. 288 cm 2. 
2

25.41. 624 cm 2. 25.42. 196 cm. 25.43. 100°. 25.44. 58°. 25.45. 1 : 2. 25.46. > /3 :2 .

25.47. a (3 + ~^). 25.48. 15°. 25.49. 6 cm. 25.50. 20 cm. 25.51. 29 л cm. 25.52. 8 cm,
6

12 cm. 25.53. 18 cm. 25.55. JE. 25.56. A  (3; -2 ) . 25.57. (0; -1 ,5 ). 25.59. ( x -  1)2 + 
+ (j/ _ 7 )2 = 25. 25.60. y = 3 x + 7. 25.61. y = W 3 + 2. 25.62. 1/ = - 0 ,5 л : -4.
25.67. 10. 25.70. m (7;l). 25.71. V65. 25.72. 1. 25.73. 18. 25.74. 6.

25.75. 1 ) - ;  2) 1. 25.76. 135°. 25.77. Ă M  = - a + b .  25.78. E F  = - b - - â .  
2 5 7 4

25.82. 120°. 25.87. (6; -9 ) . 25.88. (3; 4). 25.99. 10>/з cm. 25.100. 300 cm 2.
25.101. 360 cm2. 25.102.5^ 7  cm. 25.103. 30 cm, 20 cm, 18 cm. 25.104.12 V Î7  cm2.

25.105. 12a2tga. 25.106. 25.107. 2a2( 4 sin -tgB  + s in a l.
tg a  l  2 J

25.108. 3 cm. 25.110. 25.111. 1250 cm 2. 25.112. 600 cm 2. 25.116. 5 cm.
2 cos a

25.117. 4Д2sin2—tgB. 25.118. 50 cm 2. 25.121. 350л cm 2. 25.124. 8 cm 2. 
2

25.125. E".  25.126. atg|j . 25.127. 30 cm. 25.128. 6 cm. 25.129. 6 4 ^2  cm 3, 
a

2 sin—2o j3 I -4 p-
25.130. — ^— . 25.132. 2 5 V ÎI9  cm 8. 25.133. 48 cm 8. 25.135. З бТ б cm 8. 

50
3

25.138. Зл/З cm 3. 25.139. 32я cm 3. 25.140. ---- — ------ . 25.141. 60я cm 2.o o CC tg2 pcos2 —
25.142. 3ti cm 3. 25.144. 832л cm 2.

Răspunsuri la însărcinările „Controlează-te” în formă test

Numărul
Numărul problemei

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 D В в D В А С В D в с С А С С А С В

2 В D в D D В А В В А А с В В D С С А
3 D C А В С с D D В D D в в в В D С А
4 A c В С В D С D А D А в А с А В А В

5 В c А А D D А В В D С с А с D А В А
6 D в D А А В С D с С В в С в D А D С
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Forzaţul 1

"Dragostea mea este Ucraina şi matematica”. Aceste cuvinte 
ale luiMihail Pilipovici Kravciuk (1892-1942) sunt incrustate 
pe postamentul monumentului de granit al savantului.

Noi sperăm că această, teză patriotică a eminentului 
matematician ucrainean va deveni şi pentru voi un indicator 
sigur pe drumul spre profesionalism.



Forzaţul 2

Graficul funcţiei exponenţiale

Proprietăţile logaritmilor
alog“ b = b,

loga 1 = 0, loga a = 1, 
loga x y  = loga x + loga y,

loga -  = loga x -  loga y, 
У

loga x p = p loga x, log p x = -  loga x,a p

loga b logc b 
logc a ’

loga b
1

1° gba

Graficul funcţiei logaritmice



Forzaţil З

Tabelul derivate or unor funcţii

Funcţia f Primitiva 
funcţiei f

k (стала) kx

x" , n Ф -1
n +1 

X

n +1
1
X

In | x I

îfx " Vxn+1 
n +1

1
Vx

2 yfx

Funcţia f Primitiva 
funcţiei f

sinx -cosx

cosx sinx

1
2 tgx

COS X
X

X
a

a In a
X Xe e

Regulile de integrare
J (f(x ) + і?(х)) dx = j f  (x) dx + j g (x) dx, 

J  (f (x ) -  і?(х)) dx = J  /  (x) dx -  J  g (x) dx, 

J  k f (x )d x  = kJ / (x)dx

Formula lui Newton-Leibniz
b

dx = F(b) -  F(a)
a

Aria trapezului curbiliniu

Permutări Aranjamente Combinări

P =n\n

a=^ ! _
(n-k)\

c * = — - —(n-k)\k\



Forzaţil 4

Formulele pentru calculul ariilor suprafeţelor 
şi volumelor corpurilor geometrice

Aria suprafeţei laterale a cilindrului
Sj = 2nrh, unde Sj — aria suprafeţei laterale a cilindrului, 
r — raza bazei cilindrului, h — lungimea înălţimii cilindrului

Aria suprafeţei totale a cilindrului
St = St+ 2Sbază, unde St — aria suprafeţei totale a cilindrului,
S, . — aria suprafeţei laterale a cilindruluipa 
St = 2nrh + 2nr2

Aria suprafeţei laterale a conului
Sj = nrl, unde r — raza bazei conului, l — lungimea înălţimii conului

Aria suprafeţei totale a conului
St = Sj+ Sbază, unde St — aria suprafeţei totale a conului,
S, . — aria suprafeţei laterale a conuluibaza x ’
S = nrl + nr2

Volumul prismei
V= Sh, unde V — volumul prismei, S — aria bazei prismei, 
h — lungimea înălţimii piramidei

Volumul piramidei

V = —Sh, unde V — volumul piramidei, S — aria bazei piramidei,
3

h — lungimea înălţimii piramidei

Volumul cilindrului
V = nr2h, unde V — volumul cilindrului, r — aria bazei cilindrului, 
h — lungimea înălţimii cilindrului

Volumul conului

V = —nr2h, unde V — volumul conului, r — aria bazei conului,
3

h — lungimea înălţimii conului

Volumul bilei

V = —nR3, unde V — volumul bilei, R — raza bilei
3

Aria sferei
S = Anii2, unde S — aria sferei, R — raza sferei


